ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИКИ 


Н. БУРБАКИ 


ТЕОРИЯ 


Группа французских математи- 
ков, объединенная под псевдонимом 
«Бурбаки», поставила перед собой 
цель — написать под общим загла- 
вием «Элементы математики» полный 
трактат современной  MaTeMaTHue- 
ской науки, 

Много томов этого трактата уже 
вышло во Франции. Они вызвали 
большой интерес математиков всего 
мира как новизной изложения, так 
м высоким научным уровнем. 

Книга рассчитана на математи- 
ков — научных работников, аспиран- 
тов и студентов старших курсов. 
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Книга входит в завоевавшую мировое признание энциклопедию 
современной математики «Элементы математики», созданную груп- 
пой французских ученых, выступающих под коллективным псев- 
донимом H. Бурбаки. Ряд томов этой энциклопедии уже вышел 
в русском переводе и получил заслуженно высокую оценку CO- 
ветских ученых. Этот выпуск, состоящий из двух глав: «Норми- 
рованные алгебры» и «Локально компактные коммутативные 
группы», выгодно отличается от прочих трудов Н. Бурбаки тем, 
что он мало связан с другими томами трактата, B нем нет из- 
лишней общности. Книга ‘изобилует методическими усовершен- 
ствованиями и отражает самые современные результаты. Она 
представляет интерес для математиков различных специально- 
стей — от студентов до научных работников. 


Редакция литературы по математическим наукам 


OT РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 


Советскому читателю предлагается перевод первых двух 
глав «Спектральной теории» Н. Бурбаки. Коротко можно 
сказать, что здесь собран предварительный материал для 
построения спектральной теории в стандартном понимании 
этого словосочетания, а именно, элементы гельфандовской 
теории коммутативных банаховых алгебр и понтрягинской 
теории характеров, причем последняя развивается с общих 
позиций функционального анализа. | | 

Разумеется, автор свободно пользуется ссылками на дру- 
гие части своего обширного трактата, и это касается не 
только теорем, но и терминологии, а также обозначений 
(которые не всегда заново объясняются). В основном имеются 
ссылки на тома, посвященные топологии, алгебре и интегри- 
рованию, уже переведенные на русский язык. Вместе с тем 
искушенному читателю следует соблюдать известную осто- 
рожность, поскольку, например, в TOM, что касается бана- 
ховых алгебр, терминология, используемая Н. Бурбаки, 
далеко не всегда совпадает с принятой и устоявшейся в на- 
шей математической литературе. Тем не менее, мы по понят- 
ным причинам не сочли возможным сколько-нибудь серьезно 
изменять терминологию автора. | 

В целом изложение характеризуется полнотой и ясностью; 
в частности, это относится к применениям аппарата голо- 
морфных функций. Из многочисленных упражнений читатель 
сможет получить некоторое (правда, не совсем полное) пред- 
ставление о современном состоянии указанных областей. | 

В соответствии со своими правилами (Nomina sunt odiosa), 
Н. Бурбаки не указывает авторов теорем и избегает ссылок 
на сочинения других авторов. Надо полагать, что имена, 
как обычно, будут названы в конце, 
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ГЛАВА I!) 
НОРМИРОВАННЫЕ АЛГЕБРЫ 


$ 1. Общие сведения об алгебрах 


1. Алгебры с единицей 


Пусть К — коммутативное тело, т. е. поле. Пусть А — ал- 


гебра над К, содержащая единичный элемент е. Пара (А, е) 


называется алгеброй с единицей над К, а алгебра А — ее 
основанием. Так как е однозначно определяется по алгебре А, 


TO, допуская некоторую вольность речи, можно. называть А 


алгеброй с единицей. Пусть (A, ὁ) и (A’, e)— две алгебры 
с единицей. Морфизмом алгебр с единицей из (A, ὁ) в (A’, г’) 
называется морфизм ф из AB A’, такой, что ф(е) =е’. Под- 
алгеброй алгебры с единицей (А, ὁ) называется пара (A’, e), 
где A’ — подалгебра A, содержащая 6. 
Единичный элемент часто обозначается символом 1. 
Пусть AS ae pA над К. Напомним (Алг., ra. УШ, 


прилож., n° 1), что на векторном пространстве А == КЖА можно 
определить структуру алгебры, такую, что 


(Л, а) (р, 5) = (Ap, Ab + ua + αὖ). 
Пусть е= (1, 0). Тогда пара (А, ὁ) называется алгеброй 
с единицей, полученной из А присоединением единицы. Если 
A’ — какая-нибудь другая алгебра над К, (A’, 6’) — алгебра 
с единицей, полученная из A’ присоединением единицы, и 
ф— морфизм из Ав A’, то существует и притом единствен- 


ный морфизм алгебр с единицей из (A, е) в (A, е’), являю- 
щийся продолжением ф. 


2. Спектр элемента в алгебре с единицей 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Пусть А—алгебра с единицей над полем К, 
и пусть e— ее единица. Для каждого x = А спектром X OTHO- 
сительно А называется множество всех KEK, таких, что 


элемент X—Ae не является обратимым в К. 


1) Результаты ‘глав Ги Il опираются на материал книг 1—УГ и 
сводку результатов книги, посвященной многообразиям (Variétés). [При 
ссылках на нее используется сокращение (Var., К.).] 
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Спектр будет обозначаться Зрдх или, если это не при- 
водит к недоразумению, Sp Xx. 


Замечания. |) Если A ={0}, TO Sp0= ὦ. 

2) Для каждого 4 = К имеем Sp (Ae) = {A} (если А {0}). 

3) Для того чтобы x = À был обратим, в = И 
достаточно, чтобы 06 Spx. 

4) Пусть x = À и PEKIA]. Если LEK, TO ἐγπιεσπλ΄ες 
многочлен P; = К [Хх], такой, что P (x) — P (A) e = (x—Ae) P, (x); 
следовательно, если A = Sp x, To P(A) = Sp P(x); иначе говоря, 
Р ($рх) < Sp P(x). Обратно, пусть p = Sp P(x); предположим, 
что К Е замкнуто и deg ΡΞ]; пусть P(X) — = 
--α(χ--λι).-:. (X — An) — разложение многочлена P(X)— 
на. множители первой степени. Имеем Е 


Р(х) — не =а(х — №е) ... (x —A,e). 


Поэтому я ЕЗрх для некоторого i и, значит, и ==Р (^;) = 
= P(Spx)..Takum образом, 


P (Sp x)= Sp P(x). 


Это соотношение остается. ‚справедливым и в том случае, 
когда Р — константа, если только Spx Æ ©. 

5). Если х=А— нильпотентный элемент, то, согласно за- 
мечанию 4, (Sp x)" {0} для некоторого п и, ны 
Sp x= {0} (если. А = {0}). 

6) Предположим, что - поле К алгебраически замкнуто, 
Пусть x=A u R=P/QE& K(X), где Ри Q— взаимно про- 
стые многочлены. Нредположим, далее, что Q(x) обратим, 
т.е. 099 (5р x). Тогда можно образовать А (х)=Р (x)- Q(x) = 
—Q(x)7" : P(x). Покажем, что если R-— не константа, то 
Se pane ИВО" фе ея 


: Sp(R (x)) = А (Sp x). 


| ee заменяя B случае необходимости À на R — u 
(где ue K), достаточно установить эквивалентность 


R(x), обратим © OÉR(SpH - 
PGO) ‘обратим. > 0 & P(Sp x). 


Ho последнее. следует. из замечания 4, если Р.не константа, 
и очевидно, если P — константа, равная A, так как A# 0 
в силу предположения относительно À. 

-7) Пусть. À и В-— две алгебры с единицей. над К, 
φ; AB - mopbusm. алгебр с: ee REAI CH и. хе A. -Тогда ` Ясно; 
что ϑρρφία)ς рая. u: | 


HJIH 
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8) Пусть А — алгебра с единицей, N— ее радикал (Aue.; 
гл. VIII, § 5), φ-- канонический морфизм из Ав B=AM. 
Тогда если x=A, το $рвф(х) == Зрдх. Действительно, ' до- 
статочно доказать, что если ф(х) обратим в В, то X обратим 
в А. Выберем такой элемент у € А, что ф (х)ф (y) = p (y) p (x)= 
—ф(2). Тогда xyze+N, yvze-+N. Значит, ху и yx обра- 
тимы и, следовательно, x обратим. В частности, если: x =, 
то: Sp x == {0} (при условии, что А ¥ {0}.). 

° 9) Пусть (B,)— семейство алгебр с единицей, причем 
В; =(A;, е;). Положим А== II A, е = (e;). Тогда (А, е) — ал- 


гебра с единицей, называемая произведением алгебр By 
Если x = (xj) Е A, TO Spax=(U Spa, Xj. 


Примеры. 1) Пусть A — athe непрерывных комплекс- 
ных функций на топологическом пространстве. Тогда спектр 
элемента | = А совпадает с множеством значений функции |. 

- 9) Пусть 'А — алгебра с ‘единицей конечного ранга’ над 
полем С. Для того чтобы элемент x = À был обратим, не- 
обходимо и достаточно, чтобы линейное. преобразование 
y+>xy в А имело отличный OT нуля детерминант. Поэтому 
‘спектр элемента х совпадает с множеством корней характе- 
ристического многочлена элемента х. Если А — алгебра эндо- 
морфизмов векторного пространства ИУ конечной размерности 
над полем С, то спектр х совпадает, следовательно, с мно- 
жеством собственных значений преобразования х. Этот ре- 
зультат, вообще говоря, не Boren, когда dim у. Pa 


(упр. 2). 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть À — алгебра с Sauldingd над К; й 
пусть хе À. Для каждого А, = К = Sp? x положим” 


R (x, À) = (Ae — x) 
Функция AH>R(x,A)E A называется en и. 


При фиксированном x значения R(x, A) коммутируют. 
Действительно, если À, we ΚΚ, то имеет место ка их 


(Ae —. x) — (цех) = (4 — p)e. 
Поэтому если À, LÉ SPX, то tae 
Ὁ (A—p)R(x, 4) R(x, μ)-- R(x, μ) — R(x, A). 
Если x, yea и AG K, το 
(ke— x) — FRE A 
Поэтому если A\ESpxUSpy, το. 
(2) Ei A)(y — x) R(x, = R(y, 4) — R(x, à). 
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3. Спектр элемента в алгебре 


Пусть А — алгебра над полем К и x = A. Назовем спек- 
тром элемента х относительно А спектр х относительно ал- 


гебры с единицей А, полученной из А присоединением еди- 
НИЦЫ. 
Спектр в этом смысле обозначается Sp’, x или, если это 


не приводит к недоразумению, Sp’ x. Заметим, что DE Sp’, x 


для любого x = À. 
Если ф — морфизм из А в алгебру В, то Sp, Ф(х) = Sp’, x. 


Замечания. |) Пусть А — алгебра с единицей. Pac- 
смотрим ее основание, обозначая его по-прежнему через А. 
Если x E À, то 


Sp, x = Sp, x U {0}. 


Действительно, пусть = — единица алгебры А и е— единица 

алгебры А. Нетрудно проверить, что (e—e)- Α-- A-(e—e) =0, 

т. е. что алгебра А представляется в виде произведения А 

и К (ee). Наше утверждение теперь следует из замеча- 

ния 9, n° 2. 

2) Из предыдущего замечания вытекает, что если В — ал- 
гебра над К и хе В, то 


Sp, x = Зря x = Sp; XU{0} = Spx x 


3) Если х принадлежит радикалу алгебры A, то Sp’, x = {0}. 
Это следует из замечания 8, n° 2. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть А — некоторая алгебра и x, yE À. 
Тогда 


Sp’ (ху) = Sp’ (ух). 
Переходя к алгебре А, можно ограничиться тем случаем, 
когда А содержит единицу е. Тогда достаточно доказать, 


что если À 5=0 и если элемент ху — Ae имеет обратный 2, 
то элемент ух — Ae также обратим. Имеем 


(x — he) (угх — e) = y (xyz) x — ух — Àyzx + Le 
== y (Az + e)x — ух — Лугх + Le =he, 


а также (угх — e)(yx —Ae)=Ae. Tak как 40, то из этих 
равенств следует, что элемент ух — Ae обратим. 


Можно указать такую алгебру с единицей A и такие эле- 
менты х, y& A, что Sp (xy) == Sp (yx) (упр. 3), 
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4. Наполненные подалгебры 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть À — алгебра с единицей. Подал- 
гебра с единицей В < A называется наполненной!'), если ка- 
ждый элемент из В, обратимый в А, ‘обратим в В. 


Если В — наполненная подалгебра в À, то для каждого 
элемента X = В справедливо равенство Sp х = $рдх. Пере- 
сечение любого семейства наполненных подалгебр в А 
является снова наполненной подалгеброй в А. Следовательно, 
если MCA, то пересечение В всех наполненных подалгебр 
алгебры A, содержащих М, является наименьшей наполнен- 
ной подалгеброй, содержащей М. Такая подалгебра В назы- 
вается наполненной подалгеброй в A, порожденной множе- 
ством М. Коммутант М’ множества М в А является напол- 
ненной подалгеброй в А (так как если элемент х обратим 
в A и коммутирует с M, To x”! также коммутирует с М). 
Поэтому бикоммутант М” множества М содержит В. Если 
элементы из М коммутируют, то алгебра М” коммутативна 
и, значит, В также коммутативна. 

Всякая максимальная коммутативная подалгебра в А 
является наполненной подалгеброй, так как она совпадает 
со своим коммутантом. 

Пусть x © A и В — наполненная подалгебра в A, поро- 
жденная элементом х. Тогда В совпадает с множеством В, 
всех элементов вида P(x)Q(x) ', где PeK[X, ОЕеК[ Х]| и 
Q(x) обратим в А. В самом деле, В, — подалгебра в А, co- 
держащая е; если элемент Р(х)О(х) ' обратим в A, тои 
элемент P(x) обратим в А и, значит, элемент P (x) Q(x), 
обратный κ P(x)Q(x) 7", принадлежит Βι. Таким образом, 
В, — наполненная подалгебра и Вс Βι. С другой стороны, 
если РЕК[Х|, О=ЕК[Х] и Q(x) обратим B-A, то Р(х) ЕВ, 

Q(x) ЕВ и, значит, О(х)'еЕВи Ρο = В. Следова- 
тельно, BR < 


5. Характеры коммутативной алгебры с единицей 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть À — коммутативная алгебра с еди- 
ницей. Характером алгебры А называется морфизм алгебр 
с единицей из А в К. 


Множество всех характеров алгебры А обозначается че- 
рез X (4). 

Пусть A и B— две коммутативные алгебры с единицей, 
h — морфизм алгебр с единицей из А в В. Отображение 


эВ теории групп в аналогичной ситуации употребляется термин 
сервантная. — Прим. ред. 


Мы Нормированные алгебры | la L ET 


yr>xeh из X(B) в X(A) обозначается через Х (1). Если 
Е — морфизм из В в коммутативную алгебру с единицей, то 
Χ. (Ко eh a AR) à Х (Е). Если 1, — тождественное отображение 
ανν A, το. X(1,) — тождественное отображение множе- 
ства. АА)... ; 

… Вели h— сюръективный `морфизм, то X (A) является биек- 
цией из Х (В) на множество тех характеров алгебры А, KOTO- 
рые аннулируются Ha ядре морфизма Й. 

о Acc A, — коммутативные алгебры с единицей 
и А— алгебра с единицей АХ... ЖА,. Пусть, далее, 
π; — каноническое отображение из А на A;. Тогда Χ(π|) есть 
биекция X(A;) на некоторую часть X, в X (А), а именно на 
множество тех Rs вы алгебры A, которые обращаются 


в нуль на || A; Ясно, что X, попарно ‘не пересекаются. 
ii 


С другой стороны, пусть χ ΕΞ X (A), и пусть i — такой индекс, 
что X(x) == 0 для’ некоторого хе A;; для всех | Ai H всех 
ys A; имеем 

AG (9) = (ху) = (0) = 0. . 


ее ен. χ(Α}) =0, и поэтому характер x аннулируется. 
на || A,, так что Х (А) является объединением X,. 
πει | 


Пусть. В — алгебра с единицей A,® ... ®А,. Тогда 
Bar ER | Be RA 
есть enotipascenne из X(B) в Х(А)Х ... X X(A,), а. 
| | AK ET χι Ὁ I 


является отображением H3 NS NAT A) 8 x (B) 
Легко проверить, что композиции этих отображений являются 
тождественными м множества а X (В) и множе- 


ства 
x (A) Kr XX (Ap): 


Поэтому можно отождествить SB) HArtAd Xa KA) 
.- Пусть А — коммутативная алгебра с единицей. Пусть 
У — множество всех 66 идеалов коразмерности 1. Для ка- 
ждого ХЕ Х(А) имеем Kery CY. Отображение y+ > Ker x 
является биекцией X(A) на У. Действительно, если SEY, 
TO существует единственный изоморфизм К-алгебры с еди- 
ницей AIS. Ha K, и композиция морфизмов 


А-> A[3—>K 


является © единственным характером алгебры А с ядром. $. 
ο Если xe À n ye X(A), το y(x) E Spx; действительно, 
так как x(x — х(х)е) =0, то элемент x—y(x)e не обратим. 
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_ Для каждого элемента x = À обозначим через &,x, или 
просто Ях, функцию Y>Y%(x), определенную Ha Х(А), и 
назовем ее преобразованием Гельфанда элемента х. Отобра- 
жение Я есть морфизм. алгебры с единицей А в алгебру 
с единицей А, функций на Х(А) со значениями в К; это 
отображение называется. преобразованием Гельфанда. Пусть 
В — коммутативная. алгебра с единицей над полем К, В, — 
_ алгебра с единицей всех функций на X(B) со значениями 
в К, h— морфизм алгебр с единицей из Ав В; тогда ото- 
бражение X(h): Х (В) + Х(А) определяет морфизм алгебр 
с единицей fy: А, — Bi, и диаграмма 


A РА: 
(3) μις : | i 

у у 

BZ>Bı 


является коммутативной. Действительно, для каждого хе À 
и каждого хе Х (В) имеем | 


(4) G в (h(x) ) (x) = x (h (х) ) = (Х (A) (x) ) (x) = 
= G à (x)(X (h) (x)) = hy (La (x) ) (x). 


Предположим теперь, что К — топологическое тело. На- 
делим Х(А) топологией поточечной (простой) сходимости 
на А и топологическое пространство X(A) назовем простран- 
ством характеров алгебры А. Эта топология в Х (А) является 
слабейшей топологией, в которой функции Y,x для всех 
хе непрерывны. Если A— морфизм алгебр с ‘единицей 
из Ав В, то отображение X(h): PX (B)—> X(A) непрерывно. 
Если h — сюръективный морфизм, то образ X(h) — множе- 
ство всех характеров алгебры А, равных нулю на ядре мор- 
физма ἦι, — замкнут в Х(А); с другой стороны, топология 
на X(h) (X (В)), индуцированная топологией Ha Х (В) с πο-. 
мощью отображения X(h), есть топология простой сходи- 
мости в A, Т. е. эта топология индуцируется топологией 
в X(A); другими словами, X(h) является гомеоморфизмом 
пространства Х (В) на некоторую замкнутую часть в X (A). 

Объединяя сказанное выше, мы видим, что пространство 
Χ(ΑΙᾺΧ ....X A,) отождествляется с топологической ie 
пространств X(4,), ..., X(A,). Точно так же, Χ (Αι 6... Ας) 
отождествляется с TONOJIOTHYECKHM HEONSBENEEREM пространств 


X (4) X ... X X(A,). 
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6. Случай алгебр без единицы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ δ. Пусть А — коммутативная алгебра. Харак- 
тером алгебры А называется морфизм из Ав К. 


Множество всех характеров алгебры А обозначим X’(A). 
Положим Х(А)= Х/ (А) ={0}. Если А обладает единицей е, 
то Х(А) является множеством всех характеров алгебры 
с единицей (Α, е). Действительно, для того чтобы характер 
хе X’(A) был ненулевым, необходимо и достаточно, чтобы 
Х(е) = 1. 

Если h: A—B— морфизм коммутативных алгебр, то, 
как и выше, определяется отображение X’(h): Χ’ (В) —> Χ’ (А), 
которое переводит 0 в 0. Имеем X’(koh)= X’(h)o Х/ (Е). 
Если A сюръективен, то X’(h) биективно отображает X’(B) 
на множество всех характеров алгебры A, обращающихся 
в нуль на ядре A. Пусть A,, ..., A, — коммутативные алгебры, | 
A=A,;X... XA, и πι A>A,— канонический морфизм, 
тогда X’(n,) — биекция множества X’(A,) на часть X; мно- 
жества X’(A), а именно на множество всех характеров ал- 


гебры A, обращающихся в нуль на Ἡ А}; как и в n°9, мы 
#i 


видим, что X’ (А) является НЕ множеств Xj. С дру- 
гой стороны, ΧίῃΠ Xj =={0} для 152]; в частности, Χ’ — {0} 
образуют разбиение пространства X/ (A) ={0} = X (A). 

Для всякого хе А через ax или просто 9’х обозна- 
чается функция χ--»χ(χ), определенная на X’(A). Отобра- 
жение 9” является морфизмом из А в алгебру A, функций 
X’(A)—K, обращающихся в нуль в точке 0. Пусть В — ком- 
мутативная алгебра, В, — алгебра всех функций X’(B)>K, 
равных нулю в точке 0, A — морфизм из Ав В; тогда Хх’ (h) 
определяет морфизм Ai: A,—>B,, такой, что μι οφ == 9 вой, 
Обозначим через 9,x (или просто Ях) ограничение x Ha 
X (A) и назовем его преобразованием Гельфанда элемента x. 

Пусть А — алгебра с единицей, полученная из А присое- 
динением единицы. Ограничение на А любого характера 
алгебры А определяет характер алгебры A; обратно, каждый 
характер на А допускает единственное продолжение до ха- 
рактера А. Поэтому определена каноническая биекция из 
Χ’ (Α) в Χ (4), позволяющая отождествить эти два множе- 
ства. Таким образом, характер 0 алгебры А отождествляется 
с единственным характером алгебры А — тем, ядро которого 
совпадает с А 

Отображение х--> Kery является биекцией из Х (А) на 
‘множество регулярных идеалов коразмерности | в À (Алг., 
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гл. VIII, прилож., n° 1); действительно; с одной стороны, Χ (А) 
можно отождествить с множеством характеров алгебры А, 


не обращающихся в нуль Ha A; с другой стороны, отобра- 
жение «=>а[] А является биекцией множества максималь- 


ных идеалов в A, отличных OT A, на множество максималь- 
ных регулярных идеалов в А (Алг., гл. VIII, прилож.., 
предл. 4); для завершения доказательства достаточно теперь 


применить сказанное в п°5. 

Если хЕАЛ и хе Х” (А), то x(x) = Зрдх и, значит, χ(χ) = 
= Spx. | | 

Предположим теперь, что К — топологическое тело. Ha- 
делим X’(A) топологией простой сходимости на A; получен- 
ное таким образом топологическое пространство мы по- 
прежнему будем обозначать X’(A). Если h— морфизм из 
А в В, то отображение X’(h): X’(B)—X’(A) непрерывно. 
Если A сюръективен, то’ X’(h) является гомеоморфизмом 
пространства X’(B) на его образ, и этот образ замкнут 
в X’(A). Рассмотрим A= À, X ... ЖА, и используем те же 
обозначения, что и выше; Х’(л;) есть гомеоморфизм про- 
странства X’(A,) на Xj, причем X; замкнуто в X’(A); по- 
этому X;=={0} открыто в X’(A). Морфизмы Х’(л;) опреде- 
ляют непрерывное отображение суммы 5 пространств X’(A,) 
на X’(A); легко проверить, что образом объединения окрест- 
ностей точек 0=Х”(А,),..., О= Х”(А,) является окрест- 
ность точки 0 = X’(A). Все это показывает, что X’(A) кано- 
нически отождествляется с факторпространством суммы 5. 
В частности, пространство Х (А) отождествляется с суммой 
пространств X(A,). 

Если хе A, то функция Fax непрерывна на Х’ (А). 

Каноническая биекция из X’(A) на Х(А) является гомео- 
морфизмом. Пусть В — алгебра с единицей над К и В’— ее 
основание. Тогда пространство Х (В) отождествляется с под- 
пространством X(B’) в X’(B’). - 


7. Примитивные идеалы 


Пусть А — алгебра над К, Е — векторное пространство 
над К. Назовем представлением алгебры Ав Е морфизм 
из Ав Z(E). Два представления πι и sn, алгебры А в про- 
странствах F, и Ey, называются эквивалентными, если суще- 
. ствует изоморфизм Е; в E,, преобразующий πι в 7%. Пред- 
ставление x алгебры À B Е называется неприводимым, если 
Е ~ {0} и если единственными подпространствами в E, ин- 
вариантными относительно (A), являются {0} и Е. Предпо- 
ложим, что л — неприводимое ненулевое представление. Если 
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Е — ненулевой элемент в E, To л(А)Е — инвариантное OTHO- 
сительно (A) ненулевое подпространство (в противном CAy- 
чае КЕ =Еил(А) = {0}); поэтому n(A)E=E. Следовательно, 
аннулятор À элемента Ё в A является левым регулярным 
идеалом (Алг., гл. VIII, прилож., n° 2) и л эквивалентно пред- 
ставлению, определенному А-псевдомодулем AM; так Kak x 
неприводимо, To N является левым максимальным регуляр- 
ным идеалом. Обратно, если W есть левый максимальный 
регулярный идеал в A, то представление алгебры A, опре- 
деляемое А-псевдомодулем A/N, является неприводимым и 
ненулевым. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Пусть А — алгебра над К. Примитивным 
идеалом в А называется ядро неприводимого ненулевого 
представления алгебры А. 


Если А — коммутативная алгебра, то примитивные идеалы 
ΒΑ являются регулярными максимальными идеалами в À. 
Действительно, неприводимые ненулевые представления в А 
совпадают с точностью до эквивалентности с представле- 
HHAMH вида лу, определенными А-псевдомодулем A/R (где 
N — максимальный регулярный идеал в A); в силу коммута- 
THBHOCTH A, ядро отображения πη совпадает с À. 


JIEMMA 1. Пусть nm — неприводимое представление алге- 
бры А в векторном пространстве Е над К. 


(1) Пусть $ — двусторонний идеал в А. Если п (5) Æ 0, το 
|S nenpueodumo. 

(ii) Пусть Ἢ, % — два двусторонних идеала в A, таких, 
что п (5%) 560, a(S) #0. Тогда п (KV) FI. 


Множество тех элементов EZ, которые аннулируются ото- 
бражениями л(%), инвариантно относительно представления 
л(А) и не совпадаетс E, а следовательно, это множество {0}. 
Ноэтому если Е — ненулевой элемент из Е, то л (5) Е =2 0; 
так как n(S)E инвариантно относительно л (А), то n(Q)E=E 
и, таким образом, утверждение (1) доказано. С другой сто- 
‘роны, предыдущее рассуждение показывает, что л(%5) Е =Е, 
л ($) л(5.) Е = Е; следовательно, n (XX) ZI. 


JIEMMA 2. Пусть %, Ss — два двусторонних идеала в A, 
α ᾱ-- примитивный идеал в А. Тогда если $ содержит 31% 
(в. ‘частности, если $ содержит Ἂι ο), TOS Одни либо, 
либо Sp. 


Пусть л — неприводимое представление с ядром $. Если 


SDS, и SDS, то, как показывает лемма l (ii), (3,30, 
откуда. следует, что ὁ D ὁ ὦ. 
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ЛЕММА 3. Предположим, что алгебра А содержит единич- 
ный элемент. Пусть % — двусторонний максимальный идеал 
в А. Тогда % является примитивным идеалом. 


Существует левый максимальный идеал Yt в A, содер- 
жащий $. Пусть л — каноническое (ненулевое, неприводимое) 
представление А в AD. Так Kar IACM, то ядро $ пред- 
ставления л содержит 3; следовательно, 5’ = и J является 


примитивным идеалом. 


Пусть J (A) — множество всех примитивных идеалов в À. 
Для каждой части М алгебры А обозначим через V (М) 
множество всех примитивных идеалов в A, содержащих М. 
Ясно, что если $ — двусторонний идеал в À, порожденный M, 
то И (М) =У (8); если М сводится к единственному элементу X, 
то вместо У ({х}) мы будем писать V(x). Отображение 
М-—> V (M) является монотонным (убывающим) по отноше- 
нию включения. Имеем 


6) _ и) =1(А), УС, 
(6) Ум = V (Mi) = AVM) 


для любого семейства (M,),_, частей алгебры A. С другой 


te] 
стороны, согласно лемме 2, 


(7) VGA D) = V (B13) = V (31) U V (50) 


для любой пары двусторонних идеалов 3), % в А. Формулы 
(5) — (7) показывают, что части V (M) в (А) являются замк- 
нутыми в некоторой топологии на J(A). Эта топология на- 
зывается топологией Джекобсона на J (A). 

Пусть Г — некоторая часть в J(A) u E(T) — пересечение 
всех элементов (идеалов), входящих в Г. Ясно, что Ё(Т) — 
двусторонний идеал в А. Тогда замыкание Гв J(A) есть 
наименьшая замкнутая часть в J(A), содержащая Т, т. е. 


VE). 


IIPEnNOXKEHHE 2. Пусть %, % — два различных элемента 
в J(A). Эти элементы отделены в топологии J (A). 


Действительно, пусть, например, I, ZS. Множество всех 
$е /(А);, содержащих %, является замкнутой частью Т 
в / (4), такой, что 3, ЕТ, u AT. 


ПРЕдложеЕНИЕ 3. Пусть SE J(A). Для того чтобы {3} было 
замкнутым в пространстве J(A), необходимо и достаточно, 
чтобы Ÿ был максимальным примитивным идеалом. 


_ Действительно, замыкание одноэлементного множества 3} 
состоит из примитивных идеалов в A, содержащих À. 
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Пусть А — множество всех классов неприводимых нену- 
левых представлений алгебры А. Если каждому представле- 


нию ле À поставить в соответствие его ядро, то получится 
сюръективное отображение À — J (4). Топология в J (A) опре- 


деляет топологию в А, замкнутыми множествами в которой 
служат прообразы замкнутых множеств в J(A) при отобра- 


жении Ä>J (A). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Если алгебра А содержит единицу, TO 
пространства J(A) и А квазикомпактны. 


Доказательство достаточно провести для J(A). Пусть 
(T;) — семейство замкнутых частей в J(A) с пустым пересе- 


чением. Если бы У f(T;) A А, то оказалось бы, что DE (T;) 
| j 
содержится в некотором двустороннем максимальном 


идеале %. Но % — примитивный идеал (лемма 3). Поэтому 
SET; для каждого |, так как Г; замкнуто, и мы пришли о 


к противоречию. Следовательно, > f(T;)= À. Поэтому 1 = 


7 | 
ем... +X где A Sf(T;),..., x, = КТ!) Следова- 
тельно, f(T;,)+ + + f(T; )=A и ТП... NT; =. 

Предположим, что A— коммутативная алгебра с едини- 


цей. Топология Джекобсона на J(A) является топологией, 
индуцированной на J(A) топологией Зарисского простого 


спектра А (Комм. алг., гл. II, $ 4, n° 3, опр. 4). 
Предположим, что алгебра А коммутативна, а К наде- 
лено топологией. Канонический изоморфизм К на (К) no- 


зволяет отождествить элементы пространства X (А) с пред- 
ставлениями алгебры А в векторном пространстве К. Тем 


самым определяется отображение X(A) B A, являющееся, 
очевидно, инъективным. Можно, следовательно, отождествить 


Х (4) с некоторой частью пространства А. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Топология, индуцированная na Х(А) το- 
пологией в А, слабее исходной топологии в Х (А). 


Действительно, пусть Г — замкнутая часть в À. Тогда T 


есть множество представлений TE с ядром, содержащим 
некоторую часть М алгебры A. Поэтому TNX(A) является 
множеством тех хе X (A), которые аннулируются на М, τ. е. 
замкнутой частью Х (А). Предложение доказано. 


а общем случае Х (А) не является подпространством 
BA (см. $ 7, упр. 6c), 
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$ 2. Нормированные алгебры 


1. Общие сведения 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Нормированной комплексной алгеброй 
называется алгебра А над полем С, снабженная нормой 
Xt>|| x |, такой, что 


(1) Ixy | < ΠΠ 


для любых x, ySA. Если пространство A полно по этой 
норме, то говорят, что А —‘банахова алгебра. 


Это определение несколько отличается от данного ранее 
(Общ. Ton., гл. IX, 2-е изд., $ 3, n°7), где требуется в отли- 
une от (1), чтобы норма удовлетворяла условию || xy||< 
_<а|]х|.|иу| (а — неотридательная постоянная). Однако мы 
видели (см. там же), что тогда существует эквивалентная 
норма, удовлетворяющая условию (1). На протяжении всей. 
этой главы мы придерживаемся определения 1]. Слово «ком- 
плексная», как правило, опускается, и всюду, где не огово- 
рено противное, подразумевается, что основным полем AR 
жит поле С. 

Пусть А — нормированная алгебра. Каждая подалгебра 
в A, снабженная индуцированной нормой, является норми- 
рованной алгеброй. Если m — двусторонний замкнутый идеал 
в A, то алгебра A/m, снабженная нормой 


1#= infix] (<= A/m), 
хех 


является нормированной алгеброй. Алгебра, противополож- 
ная к А, с той же нормой, а также пополнение алгебры А 


суть нормированные алгебры. Если A, ..., A, — нормиро- 
ванные алгебры, то алгебра A; X ... X A„, снабженная нор- 
MOH 

(Xi) << |= sup [х:1 

| ; igi<n | serie и 


является нормированной алгеброй. 

Пусть (y,) — семейство элементов из A; наименьшая замк- 
нутая подалгебра В в À, содержащая все элементы и», на- 
зывается замкнутой подалгеброй в A, порожденной элемен- 
тами и); если В = А, то говорят, что и, топологически поро- 
ждают нормированную алгебру A, или что (у) — система 
топологических образующих нормированной алгебры А. 
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Пусть А — нормированная алгебра. Определим норму 
на А, полагая || (№, x)|—=|A|+||xi. Имеем 


IR, х) (в, Wl=lAul+ly + вх АУ 
А Пы 1-х Пу [в led Allg == 
—11(^, x) И, y) 


Поэтому А превращается в нормированную алгебру, назы- 
ваемую нормированной алгеброй с единицей, полученной из А 
присоединением единицы. 
Пусть А — нормированная алгебра. Для хе А пусть Е 

и Ю, — отображения ун>ху и yyx из A B À. Тогда 
xt L, (соответственно X +—> R,) — морфизм алгебры À (соот- 
ветственно, противоположной к А алгебры) в Z (À), такой, 
что 


(2) Lx << | x, IRISIK 


Если А содержит единицу e, TO x=L,e=R,e; следова- 
тельно, 


(3) Пе dels А, Пе 


Тогда x+>||L, || 4 x IR, | — нормы, эквивалентные исход- 
ной хн>|х|, удовлетворяющие, кроме того, условию (1). 
Если к тому же A > {0}, иначе говоря, ὁ ~ 0, то из (2) и (3) 
‘следует, что ||е || 21; очевидно, что | L, |= Re || = 1. 


2. Примеры 


1) Пусть © — локально компактное пространство, À — 
алгебра комплексных функций, непрерывных на Q и стре- 
мящихся к 0 на бесконечности, снабженная нормой 


ИА = зыр 17 (1) |. 
teQ 


Тогда A является коммутативной банаховой алгеброй. 

2) Пусть А — алгебра функций |; (0, 1) > С, непрерывных 
вместе со своими производными до порядка п включительно, 
снабженная нормой 


Ε | 
+: 1 
=> @) (4) |. 
ai am ‚sup li (9] 
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Если [, ge À, то 


аи Ÿ sup lig (0 | = 
k=0 
- У из | (5) F949 < 
Е=0 s=0 


<У ое ПЕ (sup li Θ1)6υρ!Φ4-5 1) HF: lell. 


k=0 s=0 


Следовательно, ЕЕ банахова алгебра с еди- 
ницей. 

3) Пусть G — локально компактная группа, снабженная 
мерой Хаара. Тогда L'(G) является банаховой алгеброй, 
в которой произведение определено как свертка (Интегр., 
гл. VIII, $ 4, n°5, предл. 12). Если G — коммутативная 
группа, то эта банахова алгебра также коммутативна. 

4) Возьмем в примере 3) G=Z. Тогда [1 (С) — банахова 
алгебра  последовательностей  (с„)_ „<. Таких, что 


Ус, |< ©, относительно умножения (Cn) * (Cn) = (dn), где 
= | 


d,== У CpCn-p; И нормы || (Cp) |-- Deal. Эта алгебра co- 


р= — 00 . 
держит в качестве единицы последовательность (е„), для 
которой e, =0 при всех п = 0 nu е=1. Для x == (c,) пусть 
Q(x) — непрерывная на U функция, значение которой в точке ей 


равно У c,e'™. Легко проверить, что ф есть ΜΟΡΦΗ3Μ из [1 (С) 


В алгебру А функций, непрерывных на U, в которой умно- 
жение определено как обычное умножение. Интегрируя 
почленно равенство | 


| (2 сре!) .e-int = (ф(х)) (eit) .e-int, 
p 
получим, что 


2π 
| =: 3 , 
nz | ((x)) (eff) : ο-!π at, 
0 


и, следовательно, морфизм ф инъективен. Алгебра A, снаб- 
женная нормой, которая индуцируется нормой в L!(G).c по- 
мощью @, называется банаховой алгеброй абсолютно сходя- 
щихся ‘рядов 'Фурье. Она ‘содержит в качестве единицы 
функцию, тождественно равную 1. (См. гл. 11, $ 1, n°2 и 9). 
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5) Пусть А — круг |2 |< 1 в С. Пусть À — алгебра функ- 
ций, непрерывных на А и аналитических во внутренних точ- 
ках A, снабженная нормой [}|--51Ρ [7 (t)|. Тогда À — κομ- 


мутативная банахова алгебра с ВА 

6) Пусть Е — банахово пространство. Пространство Z(E) 
операторов в Е с обычной нормой является банаховой ал- 
геброй с единицей. | 


3. Спектральный радиус 


ПрРЕдложЕНИЕ |. Пусть Ар— нормированная алгебра. 
1 
Последовательность (|| хп || νὰ сходится при n— со для каждого 
. 1 
хЕА, и ее предел равен inf|| x" || {m 
n 


Положим a,=||x" ||. Если x — нильпотентный элемент, 
то предложение очевидно; поэтому мы можем считать, что 
а, >0 для Bcex n. Имеет место неравенство Gun < Und. 
Зафиксируем некоторое целое число т>0. Для всякого 
целого п>0 пусть р(п), 9(п) — целые числа, такие, что 
n = p(n) m + q(n) 0O<qg(n)<m. Имеет место неравенство 


I/n р (n)/Ngl/ 
ait < ad "any 


Полагая в этом неравенстве и — со, мы получим неравенство 


lim supa/" <a)", из которого следует неравенство 
n > 00 


lim sup alt < int. allm < lim inf al, 
n > +00 n—> +00 
доказывающее наше предложение. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Для каждого элемента X нормиро- 


ванной ‘алгебры число lim | х" |" = шЁ|х”||” называется 
n—> 00 n>0 


спектральным радиусом элемента x и обозначается через p (x). 


Ясно, что 
(4) о (x) <II x ll, 
(5) o(x*)=p(x)® (k=l,2,...). 

Если © (x)=||x || для всякого x € À, To в силу (5) имеем 
[| x? |=Их[. Обратно, предположим, что I =I] Р для 
любого x= À. Тогда |x?” Их” для всех целых п>0, 
следовательно, || x || = | <2” Po ‚ полагая n—-- oo, получаем, 


что || x l= (+). 
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ОпРЕДЕЛЕНИЕ 3. Элемент хе À называется квазиниль- 
потентным, если p (x) = 0. 


Это определение можно видоизменить следующим обра- 
зом: для любого ЛЕС числа || (^х)” || ограничены; или еще 
так: для любого À ЕС ‘имеем (^х)" —>0 при п-> 00. 


Замечание. Функция хн->р(х) на A, будучи нижней 
гранью непрерывных функций x+>|| x" i, полунепрерывна. 
сверху; вообще говоря, она может не быть непрерывной; 
может даже случиться (упр. 5), что последовательность 
нильпотентных элементов в А сходится к элементу, который 
не является квазинильпотентным. 


4. Обратимые элементы 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть А — банахова алгебра u x — не- 
oo 


который элемент этой алгебры. Тогда ряд Ὁ) λ΄χ", рассма- 
n=0 


триваемый как степенной ряд OT À, имеет в качестве радиуса 
сходимости число ἱ/ρ(χ). Если А содержит единицу и если 
о (х) < 1, το элемент l— x COPA, и обратным к нему эле- 


ментом является У 2 
n=0 


oo м 
Для радиуса сходимости ряда D} А”х" имеет место формула 
n=0 


1 5 


lim sup || x" |". ρ(χ)᾽ 
n > +00 


Если р(х)<1, To ряд Ух” сходится абсолютно. Так как 
n=0 : 
p p 


существует и равен 2, x”. 
n=0 
СЛЕДСТВИЕ 1. Если алгебра А содержит единицу, то группа 
обратимых элементов в А содержит открытый шар с центром 
в ἱ радиуса |. 
Этот факт немедленно следует из того обстоятельства, 
что неравенство || x |< 1 влечет за собой о(х) < 1. 


Напомним (Общ. топ., гл. IX, § 3, предл. 13), что группа G 
ен элементов является ae частью Вела А, 


НЫЕ, te ae OS 


ae 
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COBaHa со структурой группы и что топологическая группа G 


полна. 


"(СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть А — банахова алгебра, 3 — левый 
(соответственно правый) регулярный максимальный идеал в А. 
Тогда идеал % замкнут. 


Пусть (А, е) — банахова алгебра, полученная из А при- 
соединением единицы. Существует левый (соответственно 


правый) максимальный идеал 3 в А, такой, что SNA=3 
(Алг., гл. VIII, прилож., предл. 4). Тогда 3 не пересекается 
с открытым шаром с центром ве радиуса | (следствие 1), 


поэтому 3 ~ A, и, стало быть, $ = J, т. 6. идеал δ замкнут. 


СлЕДСТВИЕ 3. Радикал банаховой алгебры замкнит. 


Действительно, радикал является пересечением всех левых 
регулярных максимальных идеалов (Алг., гл. VIII, npunox., 
n° 3). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. П dere À — банахова и с единицей. 

(i) Если элемент x = обладает левым (соответственно 
правым) обратным у, то каждый элемент x’ = A, такой, что 


| x’ —х| УГ, обладает левым (соответственно правым) 
обратным. 

(ii) Пусть’ (х„) — последовательность элементов из А, обла- 
дающих левыми (соответственно правыми) обратными у», 


сходящаяся к некоторому x = А. Если последовательность (y,) 


ограничена, то х обратим слева (соответственно справа). 


Пусть x, y, x’ = A таковы, что yx = 1 и | x’ — х| < Г 
Имеет место неравенство || 1 — yx’ |= ух — yx’ |I<lly |X 
ΧΙΧ--χ’ (|< 1, из которого следует, что ух’ — обратимый 


элемент, и, значит, x’ обратим слева. Аналогично sae 


вается утверждение об обратимости справа. | 
Пусть Xn, Yn, X = À таковы, что {/ηΧῃ — 1, X, сходится 
Kkxnnn—>ocou|y,||< M < + 00. Для достаточно больших ἤ 


‘имеет место HepaBeHCTBO|| x, — x |< МиГ, поэтому (ii) 


следует из (i). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть А — нормированная алгебра, x — эле- 
мент из А, L, и Ю,— отображения ун>ху и y yx в A. 
Говорят, что x — левый (соответственно правый) топологи- 
ческий делитель нуля, если L, (соответственно R,) не является 
гомеоморфизмом А на L,(A) (соответственно R,(A)). 


Согласно Общ. ron., гл. IX, 2-е изд., $ 3, теор. 1, это 


определение можно сформулировать следующим образом: 


существует последовательность (Ζῃ) в А, такая, что || г„||==1 


и ΧΖῃ сходится к 0 (соотзетственно 2„х сходится к 0), 


δ᾽ ae Нормированные алгебры ee | 25 


Левый (соответственно правый) делитель нуля является 
левым (соответственно правым) топологическим делителем 
нуля.-Предположим, что А содержит единицу. Левый (εοοτ- 
ветственно правый) топологический делитель нуля не обратим 
слева (соответственно справа); в самом деле, если, напри- 
мер, ух =[ и х2„ сходится K 0, το 2,=y(xz,) сходится 
к нулю, и условие ||z,||= 1 не может выполняться для 
всех п. 


— ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть А — банахова алгебра с единицей, 
Если элемент хв Ане обратим слева, но является пределом 
последовательности (X,) обратимых слева элементов, TO 
x — правый топологический делитель нуля. Fr 


Пусть y, — левый обратный к Χμ. Согласно предложе- 
> — | 
нию 3 (ii), lly, || стремится к + oo. Пусть 2, =| y, || η. Тогда 


Mel 1 nog ely, [Γ᾽ crpemurca к нулю, а значит, 2„х == 
= 2,Xn + 2„(х — X,) стремится к нулю. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть А — нормированная el с edu- 


_ницей, В — наполненная подалгебра в A. Тогда В — также 
наполненная подалгебра в А. 


`Действительно,: пусть х — элемент из В, обратимый. в А, 
(х„) — последовательность точек в В, стремящаяся к X. 
Тогда для достаточно больших ий элемент X, обратим в A 


и х-! стремится к x”!. Так как x7le В, то хе В. 


‚ Если (у) — некоторое семейство элементов в Аи В — на- 
полненная подалгебра в A, порожденная этим семейством, 


то В есть наименьшая замкнутая наполненная подалгебра. 
в À, содержащая все у,. Она называется замкнутой на- 
полненной подалгеброй, порожденной элементами у». 


5. Спектр элемента 8. Hopmuposannoü алгебре 


‚ ТЕОРЕМА 1. Пусть А — банахова. алгебра с единицей u xeA. 

(i) Spx является компактной частью в С. 

(ii) Радиус наименьшего замкнутого круга в С с центром 
8 нуле, содержащего Spx, равен p(x). 

(iii) Резольвента Ar> В (^, x) элемента X есть олова 
функция в. области C= Spx, обращающаяся в нуль на Эа 
конечности. . nate место равенство 


ZERO, (HIER RO αγ. 
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Пусть A = C==æSpx и у=х — №. Если це С, причем 
и |< у- Г", то элемент х— (№ и) =у—и=у(1 — ву!) 
обратим; и для обратного к нему элемента, в силу предло- 
жения 2, справедливо равенство 


(6) (α--(λο1-μ)᾽γ' = y Σ pty". 


Поэтому резольвента элемента х определена и голоморфна 


в открытом круге с центром в точке № радиуса || y=!|j”' 

Таким образом, доказано, что множество C == SD x открыто 
и что резольвента элемента х голоморфна на этом множе- 
стве. Формула (1) $ 1, n°2 позволяет написать равенство 


RU, \)=— R(x, À), из которого с помощью индукции 
по À OR что 


- ER, D =(—1) IRQ, xr. 


Для каждого а >20 обозначим через A, замкнутый круг 
в С с центром в точке 0 радиуса а. Пусть À — не равное 
нулю комплексное число, такое, что JA Lo (x) < 1. Тогда, co- 


гласно предложению 2, элемент х— А '=А '(Ах— 1) обра- 
тим и 
(7) (-'--α) =2 ara, 

n=0 


Тем самым доказано, что резольвента элемента х опре- 
‚ делена и голоморфна вне Δρ) и стремится к 0 Ha бесконеч- 
ности. Предполагая, что существует число ае= (0, р (х)(, 
такое, что Spx содержится в Ag, мы видим, что функция 


= —1 
Ar> (à '— x) определена и голоморфна при 0<|A|<a7! 
и стремится к 0 при A, стремящемся к нулю, и что, следо- 

> -ι 
вательно, радиус сходимости ряда (7) не меньше a~!>p(x) ; 
но это противоречит предложению 2. Теорема доказана. 


СледствиЕ 1. Пусть А — нормированная алгебра с едини- 
цей и x= À. Если A¥ {0}, то $рх = G. 


Предположим сначала, что алгебра А полна. Если 
Зрх = @, TO резольвента элемента X голоморфна в Си 
равна нулю на бесконечности; следовательно, она тожде- 
ственно равна нулю и, значит, 1 ==х. А (х, 0) =0 и А = {0}. 
В общем случае соотношение 5рдх= @ влечет за собой 


5рдх = ©, откуда À = {0} и A= {0}. 
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СЛЕДСТВИЕ 2 (теорема Гельфанда — Мазура). Пусть A— 
нормированная алгебра над С. Если A— тело, то A=C- 1. 
Если хе А, то существует À = C, такое, что элемент 
x—À не обратим (следствие 1), откуда х—А=0ихеС: 1. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть А — банахова ‘алгебра с единицей, 
x — обратимый элемент в A, такой, что ||x||=||x-!||=—1. 
Тогда Spxcu. 

Пусть А — круг |2 |< 1 в С. В силу теоремы | (ii), имеем 
SpxcA и Spx-!'CA, что и доказывает утверждение (см. 
$ 1,.n°2, замечание 6). 


СлеЕдствиЕ 4. Пусть X — комплексное банахово простран- 
ство, «Θ(Χ) -- алгебра непрерывных эндоморфизмов X u 
À — ненулевая подалгебра в Z(X), такая, что X — простой 
А-псевдомодуль. Тогда 

(1) Всякий эндоморфизм пространства Х (не обязательно 
непрерывный), перестановочный с А, есть гомотетия. 

(ii) Если и — некоторый эндоморфизм (не обязательно не- 
прерывный) пространства X и если Е, ..., & = X, то суще- 
ствует элемент VE À, такой, что VE = и, ..., VE, = UE... 


Выберем элемент ἔηεΞ X, такой, что AE, ~ {0} (следова- 
тельно, А = X). Пусть В — множество эндоморфизмов про- 
странства X, перестановочных с A. Для всякого и = В пусть 
À, = множество (непустое) всех элементов у <= А, таких, что 
ve, = и; положим |и|= ШЁо||. Ясно, что если и, WEB 
и ЛЕС, то | и-Ни’ |< и ||], | Aw |= iAlllwll. С другой 
стороны, пусть > 0; с уществуют Ὁ, Ὁ ‘© A, такие, что 9&—=иЁ‹, 
Обои бо, пои в, || ο’ IS и’ | + =; тогда υυ΄ξο = ОИ’ = 
=u’ vty =u’ uk, откуда | ши |< оо’ ||<(llull-+e)- (Il a’ I+ 8), 
и окончательно 


ии 1 μ΄ |. 


Таким образом, В — нормированная алгебра и 1e B. 
Так как NE. А-псевдомодуль, то В — тело (Алг., 
гл. VIII, $4, n°3, предл. 2, и прилож., n°2). Поэтому (след- 
‘ствие 2) В=С. 1. 

Для доказательства утверждения (1) достаточно устано- 
вить следующую лемму. 


Лемма 1. Пусть А — алгебра над полем К, M — простой 
А-псевдомодуль, такой, что A: M+ {0}. Для всякой конеч- 
ной последовательности (Xi), <; 2, элементов в М и каждого 


элемента Ὁ из бикоммутанта к М существует элемент A&A, 
такой, что ax,=bx, при lain 
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Анализ доказательства теоремы плотности (Алг., гл. VIII, 
$ 4, n°2, теор. 1) показывает, что оно переносится без H3Me- 
нения Ha случай простых псевдомодулей, при условии, что 
справедлива приведенная там же лемма |, т. е. частный 
случай сформулированной здесь леммы при п=1|. Ho мно- 
жество N элементов хе М, таких, что A- х=={0}, является 
подпсевдомодулем в М, и так как оно по предположению 
не совпадает с М, то оно сводится к нулю; тогда для каждого 
хе M имеем А. х=М и, в частности, существует элемент 
ae À, такой, что ах == bx. “5 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ 5. Пусть А — банахова алгебра uxe A. Тогда 
(i) Sp’ x — компактная часть в С. 
_ (1) Радиус наименьшего замкнутого круга в С с центром 
в 0, содержащего Sp’ x, равен p(x). 
(iii) Для того чтобы’ элемент х был квазинильпотентным, 
необходимо и достаточно, чтобы $р’ х = {0}. 


Утверждения (i) и (ii) выводятся путем применения тео- 
ремы | к банаховой алгебре, полученной из А присоеди- 
нением единицы. Утверждение (iii) следует из (ii). | 


Замечания. 1) Для произвольного непустого компакта 
в С можно указать банахову алгебру с единицей и такой 
ее элемент, спектр которого в точности совпадает с этим 
компактом (упр. -6). | | 

2) Пусть А — банахова алгебра с единицей и Xe À. 
В силу теоремы 1, множество C == Sp1X является открытой 
частью в С и, следовательно, локально связно. Поэтому его 
компоненты связности открыты. В силу теоремы 1, по край- 
ней Mepe одна из этих компонент связности содержит мно- 
жество Tex AGC, для которых |^|>0(х); все остальные 
компоненты связности, очевидно, ограничены. 


6. Спектр относительно подалгебры 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть А — банахова алгебра с единицей, 
В — замкнутая подалгебра в A, содержащая 1. Тогда для 
каждого хе А справедливо соотношение Зрвх > Зрдх u 
граница Sp,x содержит границу $Зрвх. 


Соотношение Spgx2Sp,x уже доказано ($ 1, n°2, 
замечание 7). Если À — точка границы Зрвх, то существует 
последовательность (A,) точек дополнения к Зрах, стре- 
мящаяся к A. Тогда элементы x — À, обратимы в `В и стре- 
MATCH к элементу χ--λ, который не является обратимым 
в В; следовательно, х— A есть левый или правый (предл. 4) 
топологический делитель нуля в В, а значит, ив А. Поэтому 
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AE Spx. Так как Sp,x CC Sppx, то À не может ‘быть вну- 
тренней точкой SP 4 x. 


CAEACTBHE. Множество Фрвх является ER SP 4 X 
и, быть может, некоторых ограниченных компонент связ- 
ности С = Sp, Xx. 


Пусть О — компонента связности множества C == Sp, x. 
Каждая точка границы (Зрвх)ПИ в U является также 
точкой границы Spzx в С и, значит, точкой границы Sp,x 
(предл. 6). Так как UNSpx=Q@, то ЗрвхПИ не имеет 
граничных точек в U; но тогда, поскольку U связно, 
Зр8х ПИ = © или U, чем и доказывается следствие. 


Это следствие будет дополнено в $ 3; см. следствия | 
и 2 предложения 9. 


$ 3. Коммутативные банаховы алгебры 


1. Характеры коммутативной банаховой алгебры 


Напомним, что основным полем здесь является С. 


ТЕОРЕМА 1. Если A— коммутативная банахова алгебра, 
то каждый характер А непрерывен и его норма < 1. 


Пусть хе X’(A). Для каждого хе А имеем х(х) = Sp4x 
($ 1, n° 6); следовательно, |х(х)|< о (x) <|х| ($ 2, след 
ствие 5 теоремы 1), что и доказывает теорему. 


СледствиЕ. Пусть А — коммутативная банахова алгебра. 
Тогда пространство X’(A) компактно. Пространство Х(А) 
локально компактно; оно компактно, если А содержит единицу. 


Пусть A’ — банахово пространство, двойственное к À. 
Единичный шар A; в A’ слабо компактен (Ton, вект. np., 
гл. IV, $ 5, предл. 4). В силу теоремы 1, X’(A) < А’, и ясно, 
что X’(A) слабо замкнуто в A’. Следовательно, X’(A) ком- 
пактно и Х(А) локально компактно. Если А содержит еди- 
ницу I, то Х(А) есть множество всех характеров χ = X’ (A), 
таких, что (1) =1; поэтому оно замкнуто и, значит, KOM- 
пактно в Х/ (А). 

Мы увидим (n° 2), что любое компактное пространство 
гомеоморфно Х (А) для некоторой подходящей коммутативной 
алгебры À с единицей, 


ТЕОРЕМА 2. IT усть A— коммутативная банахова алгебра. 
Отображение x Kery является биекцией Х(А) на мно- 
жество регулярных максимальных идеалов в А. 
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Пусть Ÿ — регулярный максимальный идеал алгебры А. 
Так как он замкнут ($ 2, следствие 2 предложения 2), то 
A/S — банахова алгебра. Но так как A/$— тело (Алг., ra. VIII, 
прилож., предл. 3), то размерность A/S над С равна | (8 2, 
следствие 2 теоремы 1) и, значит, коразмерность Ÿ в А 
равна 1. Утверждение теоремы следует тогда из сказан- 
Horo в ὃ 1, n°6. 


Может случиться, что коммутативная банахова алгебра A без еди- 
ницы не содержит ни одного максимального идеала; тогда Х’(А) сво- 
дится к {0} (см. упр. 4). 


Ясно, что множества J(A) и А ($ 1, n° 7) можно ото- 
ждествить с множеством Х (А). Это позволяет рассматривать 
на X(A) и слабую топологию, и топологию Джекобсона, 
которая является менее сильной ($ 1, предл. 5). Когда мы 
. будем рассматривать Х (А) без указания, о какой топологии 

идет речь, то всегда будет подразумеваться, что речь идет 
о слабой топологии. 


2. Примеры 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть © — локально компактное про- 
странство, А — алгебра непрерывных комплексных функций, 
стремящихся к 0 на бесконечности в Q, снабженная нормой 
ИР ==зир| 7 (В |. Для каждой замкнутой части Ф в Q пусть 
ΕΞ 


Sp — Множество всех |= À, равных нулю на Ф. Тогда οτο- 
бражение Dir ὃν является биекцией множества замкнутых 
частей в Q на множество замкнутых идеалов в À. 


Ясно, что Ὃν — замкнутый идеал в À. Если OO’, то 
существует TED’, такое, что { EO, и, значит, существует 
функция [© À, равная нулю на Ф и He равная нулю в точке é. 
Тогда | € Ÿy u Î E Vo следовательно, отображение Φ--» J, 
инъективно. Пусть § — замкнутый идеал в А. Пусть D — мно- 
жество точек’ t@Q, таких, что |(Ё==0 для всех fe. 
Тогда Ф — замкнутая часть в 0 и JC. Предположим, 


что [Е ἕν, #>0 и Ч — компактное множество точек #= Q, 
‚таких, что |/(t)|>e. Для каждого Ё = Ч существует функ- 
ция ,=S, такая, что |f;(t)|>1, и, значит, такая, что 
If;(u)|>1 в некоторой окрестности У; точки ¢. Далее, суще- 
ствуют &, ...;, ln = W, такие, что 
Ye U: У», 


n° 
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Тогда бе == фи + ... + fit, Е И g>1 на Ч. Имеем 
fe-'g,(1+e-!g,)' © 3, и эта функция равномерно стремится 


к |, когда = стремится к нулю. Таким образом, [EI=$, 
откуда Sp с} и, наконец, $ — Vo: 


Замечание. Пусть % — идеал в А. Предположим, что 
для каждого [= Q существует элемент в %, не равный нулю 
в точке #. Тогда любая комплексная непрерывная Ha Q 
функция [с компактным носителем К принадлежит %. В самом 
деле, конструкция, с помощью которой мы построили функ- 
цию δε при доказательстве предыдущего утверждения, по- 
зволяет здесь доказать существование функции g = %, такой, 
что © > 0 на Qu g>1 на К. Теперь можно построить ἦ = A, 
такую, что [= ой, откуда [ ΕΞ. 


СЛЕДСТВИЕ |. Для каждого TEN обозначим через %, мно- 
жество | = À, равных нулю в точке t. Тогда отображение 
tr>%, является биекцией пространства Q на множество 
замкнутых максимальных идеалов в А. Эти идеалы регулярны. 


Этот результат немедленно следует из предложения 1. 


Обозначим через © компакт, полученный из Q присое- 
динением бесконечно удаленной точки @. Тогда А отожде- 
ствляется с банаховой алгеброй комплексных непрерывных 


функций на ©, равных нулю в точке wo. Имеет место 


СЛЕДСТВИЕ 2. Для каждого TEN обозначим через в, 
характер алгебры А, определенный с помощью равенства 
г; (Г) = j (0) при всех f A. Тогда отображение t > в, является 


_ гомеоморфизмом © на Χ’ (Α). Слабая топология и топология 
Джекобсона на Х (А) совпадают. 


Ясно, что {=> &, — непрерывное инъективное отображение 


из О в X’(A). Оно сюръективно и, стало быть, в силу 
следствия | и теоремы 2, является гомеоморфизмом. Если 
Е — слабо замкнутая часть в Х (А), то ей, в силу сказанного, 
соответствует замкнутая часть в ©; следовательно, согласно 
предложению 1, она замкнута в топологии Джекобсона. 


3. Преобразование Гельфанда 


Пусть А — коммутативная банахова алгебра. Напомним, 
что для каждого хе À через $,x или Ях обозначается 
‘функция x>x(x) на Х (А), что Yx называется преобразова- 
нием Гельфанда элемента x и что отображение х--> 9х 


΄ ν 
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_ называется преобразованием Гельфанда... Следовательно, по 
определению имеет место равенство 


(Fx) (x) = x (x). 


Примеры. 1) В примере 1, $ 2, n° 2, X(A) отожде- 
ствляется с Q (следствие 2 предложения 1), и преобразова- 
ние Гельфанда соответствует тождественному отображению.. 

2) Аналогично, в примере 2, § 2, п°2, X(A) отождест- 
вляется с (0, 1), а Y—c тождественным отображением 
($7, n° 1, пример). 
= 3) В примере 5, $2, n°2, X(A) отождествляется с A, 
а Я —с тождественным отображением ($ 7, упр. 6). 

_4) Рассмотрим, как и в примере 4, § 2, n° 2, банахову 
алгебру А абсолютно сходящихся рядов Фурье. Для каждого 
u= U отображение f+ >/(u) является характером χι ал- 
гебры А. Если fu € À — тождественное отображение U, то 
Хх, (fo) > u; поэтому отображение ин>х, из U πα Х (А) 
является инъективным (и, очевидно, непрерывным). Пусть 
y = X(A). Так как = =, то |X (fo |< Г и|х (7 м = 
поэтому x (1) <= и, значит, существует и = U, такое, что x (fo) 
== Χμ (fo). Так как (К, he '| топологически порождают всю A, 
то Y%==Y,. Следовательно, отображение uU> X, является 
гомеоморфизмом U на Х (А) и можно отождествить эти два 
пространства. При этом Я, соответствует тождественному 
отображению. Значит, X (L!(Z)) отождествляется с U, и если 
(си) € L (Z), то Sr ((C,)) отождествляется с функцией. 


er de, em на U. 


5) Пусть А — круг |2 |<1 в С, Г — его граница, À — ал- 
_ тебра комплексных функций [ на. т которые продолжаются 


как непрерывные функции в A, аналитические в А, с нормой 
IF il=sup|7 (О |. Из принципа максимума следует, ‘что ал- 


гебра A канонически изоморфна алгебре, рассмотренной 
в $2, n°2, пример δ. Поэтому X (А) отождествляется с A, 
и если FEA, TO Gf — непрерывное продолжение [B A, ана- 


литическ ое в À. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть À — коммутативная банахова ал- 
гебра. Функция Fx непрерывна в каждой точке X= À и стре- 
мится к нулю на бесконечности в Х(А). 


В $ 1, n° 6 мы видели, что функция х--> x(x) непрерывна 
на X’(A) u равна нулю в точке 0. Так как X’(A) отождест- 
_вляется с. компактификацией Александрова пространства. 


PTE 
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Х (А), то для завершения доказательства остается восполь- 
зоваться следствием теоремы 1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть À — коммутативная банахова 
алгебра и x = A. Тогда 

(i) Объединение множества значений Gx и множества {0} 
совпадает co Sp’ x. 

(ii) Если А содержит единицу, TO множество значений 9х 
совпадает со Spx; в частности, для того, чтобы элемент X 
был обратим, необходимо и достаточно, чтобы Yx нигде 
не равнялось нулю. 


Предположим, что А содержит единицу. Уже доказано, 
что для каждого хеЕХ(А) значение y(x) = Spx. Обратно, 
пусть A@Spx. Тогда элемент x — À не обратим. Следова- 


тельно, он содержится в максимальном идеале алгебры A 


и, значит, существует хе Х(А), такой, что χ(χ--λ)-Ξ0 
(теорема 2). Тем самым утверждение (ii) доказано. 
Обратимся теперь к общему случаю. Множество Sp’, x 


совпадает с множеством Фра х или, что то же самое, с мно- 


жеством значений Yyx на Χ (A) == Χ’ (Α), откуда следует (i). 
+00 
Следствие. Пусть | (εἰῆ]--- > сле!" — абсолютно сходящийся 


ряд Фурье. Если | нигде не принимает значение 0, то Ee 
представляется абсолютно сходящимся рядом Фурье. 

Это утверждение следует из приведенного выше при- 
мера 4 и предложения 3 (ii). 


ПрРЕдложЕНИЕ 4. Пусть À — коммутативная банахова ал- 
гебра, В — алгебра непрерывных комплексных функций, стре- 
мящихся к 0 на бесконечности в X(A), с нормой ||] ||= 
= sup |/(t)|. Toeda Ä | 

te X (A) 


(i) Я является морфизмом из А в В, таким, что |9х|= 
— (x) «| x lh 

(ii) Для того чтобы преобразование 9 было изометри- 
ческим, необходимо и достаточно, -чтобы |х|=|х для 
всех xE A. 


В силу $ 1, n° 6, преобразование Я является морфизмом 
из Ав В; || Gx I= (x) в силу hop Зи следствия 5 
теоремы 1 $ 2. 

(ii) следует из (i) и $ 2, n°3. 


ПРЕдложЕНИЕ 5. Пусть А — коммиутативная банахова ал- 
гебра. Следующие четыре множества совпадают: 
1) ядро преобразования Гельфанда; 
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2) множество элементов xX, таких, что Sp’ x = {0}; 

3) множество квазинильпотентных элементов в A; 

4) радикал алгебры А. | 

Пусть NR, M, Mz, Ж, — эти множества. Имеем N = % 
(предложение 3 (i)) и M —N3 ($ 2, следствие 5 теоремы 1). 
Множество N, является пересечением всех регулярных макси- 
мальных идеалов в А и, следовательно (теорема 2), пере- 
сечением ядер всех характеров в А; значит, D = M. 


CaEencTBHE. Пусть А — банахова алгебра, x и y — dea 
коммутирующих элемента А. Тогда 

(i) имеют место неравенства о (ху) < р (х)о (и), о (x + nS 

<p (x) + p (y). 

(ii) Если элемент y квазинильпотентен, TO Sp’ x=Sp’ (x+y); 
если к тому же A содержит единицу, το Spx=Sp(x + y). 


Эти утверждения немедленно сводятся к случаю, когда 
алгебра А содержит единицу, а после рассмотрения замк- 
нутой наполненной подалгебры в A, порожденной x и и, — 
к случаю, когда А коммутативна. Тогда (i) следует из RpÈRE 
ложения 3, a (1) — из предложений 3 и 5. 


Замечания. 1) Вообще говоря, $(A) не является ни 
замкнутым в В, ни всюду плотным в В ($ 7, упр. 7). 

2) Y(A) разделяет точки в Х (А): если χι, χο — две различ- 
ные точки X(A), то существует элемент хе A, такой, что 
χι (x) F % (x). 

3) Если y = X (A), то существует элемент из Я (A), не обра- 
щающийся в нуль в точке у. 

_ 4) Если А содержит единицу, то Y(A) является напол- 
ненной подалгеброй алгебры непрерывных функций на Х (A) 
(предложение 3 (ii)). 

5) Мы увидим ($ 4, теорема 2), что Y(A) инвариантно 

относительно действия голоморфных функций. 


4. Морфизмы коммутативных банаховых алгебр 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть Au В — две коммутативные бана- 
ховы алгебры, h— морфизм их оснований. Тогда если 
В — алгебра без радикала, то морфизм h непрерывен. 


Пусть (а, в) Е АЖВ— точка замыкания графика G 
отображения A. Пусть x € X’ (В). Функция (x, у) => х(® (х))— 
— 4 (и) = (X’ (A) (x)) (x) — x (9) непрерывна на АЖВ и обра- 
цается в нуль на (С; следовательно, она равна нулю 
в точке (а, 5). Поэтому X(h(a))=y(b) для всякого x € X’(B). 
Так как В — алгебра без. радикала, то . (а) =6. Takum 
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образом, график С замкнут и, значит, морфизм À непре- 
‚ рывен (Ton. вект. np., гл. I, $ 1, след. 5, теор. 1). 


Предположение о коммутативности А не является необходимым 
(упр. 11). 


Следствие. Любые две нормы на комплексной коммута- 
тивной алгебре без радикала, определяющие структуру бана- 
ховой алгебры, эквивалентны. 


Достаточно применить предложение 6 к тождественному 
отображению этой алгебры. 


Пусть Аи В — две коммутативные банаховы алгебры. 
Согласно $ 1, n° 6, если h: A— В — сюръективный морфизм, 
то X’ (h) — гомеоморфизм X’(B) на замкнутое подпростран- 
ство в X’(A), переводящий 0 в 0 (инъективным X’ (h) может 
быть при выполнении значительно более слабого предполо- 
жения, см. $ 7, предл. 1 (iv)). 

Пусть теперь A: А-> В — инъективный морфизм. Вообще 
‘говоря, X’(h) не является сюръективным отображением; 
необходимое условие для.того, чтобы отображение Х/(й) 
было сюръективным, получается из следующего предложения. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть А и В — две коммутативные бана- 
ховы алгебры с единицей, h: A— В — морфизм алгебр с еди- 
ницей (не обязательно непрерывный). Тогда если X (h) — сюр5- 
ективное отображение, то h (А) — наполненная подалгебра в В. 


Пусть элемент хе À таков, что A(x) обратим в В. Для 
всякого χ = Χ(Α) имеем. y= X (h) (€) и €@=X(B). Поэтому 
y (x) = (й (х)) == 0; следовательно, x обратим в A (предло- 
жение 3) и A(x) обратим в A(A). 


Это необходимое условие сюръективности не является 
достаточным, даже в предположении, что A — изометрическое 
отображение (упр. 14). Однако справедливо следующее 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть Au В — две коммутативные бана- 
ховы алгебры с единицей, h: А—> В — инъективный морфизм 
алгебр с единицей (не обязательно непрерывный), а — элемент 
из А. Предположим, что замкнутая наполненная подалгебра 
в А, порожденная элементом а, совпадает с А. 

Следующие условия эквивалентны: 


а) Х (1) — сюръективное отображение; 
Ὁ) # (А) — наполненная подалгебра в В; 
с) Зрда= рай (а). 


а) = b) следует из предложения 7. 
Ὁ) = с) очевидно, так как Spaa = Зри (сд) А (а). 


gg 
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с) > а) следует из $ 1, n°5, (4), и коммутативности диа- 
граммы 


Ха 
Zu] | zat 
Spz h(a) — Spa 


где вертикальные стрелки обозначают сюръективные отобра- 
жения (предл. ὃ), a i — каноническую инъекцию. Утвержде- 
ние с) означает, что отображение i биективно. Из нашего 
предположения относительно элемента а следует, что ото- 
бражение X(A)—Sp,a биективно, так как множество точек 
в A, на котором совпадают два характера, является замк- 
нутой наполненной подалгеброй в А. Поэтому X (A) — сюръек- 
тивное отображение. 


5. Совместный спектр 


Пусть B=C[(X,), -,|— алгебра с единицей комплексных 
многочленов от семейства переменных (X,). Для каждого 
.x=X(B) имеем (х(Х,,)), 2, = С^; ясно, что отображение 
x (x%(X))), -, является гомеоморфизмом пространства X (В) 


на произведение С^ пространств С, так что можно отожде- 

ствить эти два пространства. 
Пусть, далее, А — коммутативная банахова алгебра с еди- 

ницей, (x,),-, — некоторое семейство ее элементов. Тогда 


существует и притом единственный морфизм A: В —> А, такой, 
что A(X,)==x, для каждого A. Отображение X(h): y +> 
> (x (X), zx является непрерывным отображением из X (А) 


И A | 
в C . Оно называется отображением Х (А) в C , определен- 


ным семейством (x,). Его образ является компактом в С^ и 
называется совместным спектром семейства (x,). Совмест- 
ный спектр обозначается Sp,((x,)) или Sp((x,)). Точка. 
(Crea из С^ принадлежит Sp((x,)) в том и только том слу- 
чае, если все.элементы X, — с» находятся в некотором одном 
и том же максимальном идеале алгебры А, другими сло- 
вами, если порожденный ими идеал не совпадает с А. Если 
семейство (X,) сводится к единственному элементу X, то мы 
снова получаем спектр Spx (предл. 3 (11)). Если A’ CA, το 
Sp ((х^), ελ) является образом 8Ρ ((Χλ}}ε. κ) при каноническом 


отображении С^ в C*. В частности, SP (“he a) = 1 Sp X. 
_ 


À 
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- Пусть 2, (kA) — координатные функции на С^. Если 
хЕХ(А), то значение 2,0oX(h) в точке % есть X(X); Οπεπο-. 
вательно, 2,0 X(h) = Ях,. 

Пусть А и В — две коммутативные банаховы алгебры 
с единицей, ф — морфизм алгебр с единицей из А в В, 
(x) — семейство элементов из А. Для каждого χε X(B) 
имеет место равенство 


LEER) = (Х (9) (x) (41) 
поэтому Зрв((Ф (x1))) <= Зрл((х»)), и диаграмма 
X(B) 22% Χ(ΑῚ 
| | 
Зрв ((p (x1)} —> S p 4 (x) 


где { — каноническая инъекция, а вертикальные стрелки 
обозначают отображения, определенные семействами (p(x;)) 
и (х,), комм утативна. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. (1) Предположим, что наполненная под- 
алгебра в А, порожденная семейством (x,); плотна в A. Тогда 


отображение Х(А) в 6, определенное семейством (ха), 
является гомеоморфизмом X (А) на Sp ((x;)). 

(ii) Предположим, что подалгебра с единицей в A, порож- 
денная семейством Χλ, плотна в А. Тогда для каждой точки 


(ὀχ) = ο” рация условия эквивалентны: 
а) (Ον) = Sp 
b) |P (MS Sp Xie) | Оля любого P= С [(Х,}]; 
с) P(e) |< (P(x) для любого РЕСХ,) 


(i) Пусть x, ’=+Х(А). Если x(x.) —% (x) для всех A, то 
% и X совпадают на наполненной подалгебре в À, порож- 
денной семейством x,, и в силу непрерывности X и X — на 
самой алгебре A. Следовательно, X(h) является непрерыв- 
ной биекцией Х (А) на Sp ((x,)) и, стало быть, гомеоморфиз- 
MOM, так как κ (А) — компакт. 
(ii) Если (c,) = Sp((x,)) и РЕС([(Х,)|, то существует xa- 
актер хеХ (А), такой, что ΕΟ; =х(х)) для всех À, откуда 
| P((c,)) l=1%(P ((х,))) |< в (Р ((х»))); следовательно, а) = ο); 
o> b) очевидно, так как р (х) <|х|. Пусть теперь в точке 
(c,) = С^ для всех Ре С[(Х,)|] имеет место неравенство 
| P((c,)) |<1|Р ((х,)) |. Пусть A’ — подалгебра с единицей в À, 
порожденная семейством (x,). Условие Р ((х,)) =0 влечет 3a 
собой равенство Р ((с,)) =0; следовательно, существует мор- 
физм Е: A’—C, такой, что E(x,)=c, для всех А. Так как 


LP ((e,))| P (x4) | 
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то этот морфизм _продолжается по непрерывности до харак- 
тера x алгебры A’ =A, откуда (οχ) = (х (x,)) = Sp (x): 


Следствие. |. Пусть А — коммутативная банахова алгебра 
с единицей, (x,) — некоторое семейство ее элементов, A’ — 
банахова подалгебра с ‚единицей в A, порожденная семей- 
ством (x,). Тогда Spa: ((x,)) является полиномиально выпуклой 
оболочкой (приложение) множества Sp, ((х^)). 


Действительно, согласно предложению 9, Spy ((x,)) пред- 


ставляет собой множество точек (с) = С^, таких, что |Р ((с».)) |< 
< о(Р ((x,))) для всех PE C[(X,)]. Остается заметить, что 


р(Р ((х,))) = sup [х(Р ((х,))) [== sup IP) |= 
хеЕХ(А) ХЕХ(А) 


= sup |P(c)|. 
c=Spa((x,)) - 


СЛЕДСТВИЕ о. Пусть К — компакт в С. Пусть К’ — объеди- 
нение компакта К и ограниченных связных компонент 00- 
полнения C==K. Гогда К’ является полиномиально выпуклой 
оболочкой К. 


Из сказанного в приложении следует, что К” содержится 
в этой полиномиально выпуклой оболочке. С другой сто- 
роны, множество С = К” является единственной неограни- 
ченной связной компонентой C=K. Так как оно открыто и 
содержит внешность некоторого круга, то Κ΄ — компакт. 
Пусть А=®(К’) — коммутативная банахова алгебра с еди- 
ницей непрерывных комплексных функций на К” с равно- 
мерной нормой. Пусть хе À — функция tr>t на К’. Имеем 
Spıx=K’; следовательно, множество С=5рдх связно. 
Поэтому если через В обозначить замкнутую подалгебру 
с единицей в À, порожденную элементом X, то SPpX = Зрдх 
($ 2, следствие предложения 6). Итак, в силу предложе- 
ния 9 (ii), SpgX и, стало быть, К’ является полиномиально 
выпуклым множеством. | 


Утверждение следствия 2 становится неверным при замене С на С? 
(упр. 23). | 

СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть K — полиномиально выпуклое под- 
множество в CA. Пусть А=®(К), А, — множество сужений 
на К многочленов na С^ и A’ — замыкание А, в А. Пусть, 
далее, для каждого z=K отображение χα: [> f(z) есть 
характер A’. 

(i) Отображение φ: Z+>y, является гомеоморфизмом К 
на X(A’). 

(ii) Пусть (2,), =, — семейство сужений на К координат- 
ных функций на CA, Пусть ф— отображение Х(А’) в CA, 
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определенное семейством (2,). Тогда pop является гоэедест- 
венным отображением К и K=Sp, (2). à 


Так как 21 топологически порождают A’, TO ф является 
томеоморфизмом пространства X(A’) на Sp,,((2,)) (предл. 9 (1). 
Ясно, что фор — тождественное отображение К, поэтому % 
инъективно (и, очевидно, непрерывно) и SP, ((2,)) >К. 


В силу следствия 2 предложения 1, Зрд((2^)) =К. В силу 
следствия | предложения 9, Sp, (2) =К, ибо множество К 


полиномиально выпукло. Таким образом, {ф является сюръек- 
тивным отображением и, следовательно, гомеоморфизмом 
компакта К на X(A’). 


$ 4. Голоморфное функциональное ‘исчисление 


| Всюду в этом. параграфе символом А обозначается бана- 
_ хова алгебра с единицей. 


1. Формулировка основной теоремы 


Пусть E — комплексное банахово пространство и И — от- 
крытая часть в С". Обозначим через О(И; Е) комплексное 
векторное пространство функций, голоморфных. в U, со зна- 
чениями в Ё, снабженное топологией компактной сходимости. 
Пусть К — компакт в С” и И — убывающее фильтрующееся 
множество его открытых окрестностей. Если U, П’еЕЙ и 
U’cU, то имеется отображение сужения из О(П; Е). 
в O(U’; Е). Индуктивный предел пространств О(И; Е) отно- 
сительно этих отображений является локально выпуклым 
пространством и обозначается О(К; Е); его элементы назы- 
ваются ростками функций, голоморфных в окрестности ком- 
_пакта К, со значениями в Е; можно говорить о значениях 
такого ростка на К. 

Ясно, что О (U; A), O(K; А) — алгебры с единицей и что. 
можно, если А == {0}, канонически отождествить O(U; С) и 
О (К; С) с подалгебрами алгебр © (U; А) и O(K; А). Положим 


O(U; C)=C(U); О(К; C)=C(K). 
Пусть М — некоторое множество. Если a —(a,,..., a,)EM" 


и т< и, то положим Лт, в (а) = (@1, ++. а»). Если ae 4", 
то имеет место равенство 


Tim, n (SP а) = Sp (tm, n (a)), 
откуда возникает морфизм in О (Sp (an, .(ᾱ)) -» ο (Sp (a)). 
Обозначим через Δ» сумму множеств А”, n=l, 2, 8,..... 
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ТЕОРЕМА 1. Пусть А — коммутативная банахова. алгебра 
с единицей. Тогда существует и притом εσμηέγήθκήθέ отобра- 
жение а->6,, которое каждому а= A” ставит в соответ- 


ствие непрерывный морфизм алгебр сединицей θα: O(Spa)>A, 
обладающий следующими свойствами: 


(i) Если a —(a;, ..., а.) и если 21, ..., Z, — ростки коор- 
динатных функций на С” в окрестности Spa, то | 
Θα. 2), 5.553 Θα [= а 


(ii) Если a=(a,,..., ἂρ), т<пи |= О ($р(л„.„(а))), то 
9, (π᾿, „(7)) =, a) 


Доказательству этой теоремы посвящены n° 2—6. 


2. Построение некоторых дифференциальных форм 


В этом пункте алгебра А предполагается коммутативной. 
Говоря о бесконечно дифференцируемых функциях на 
открытой части в С”, мы будем иметь в виду соответствую- 
щую вещественную структуру. Стандартные обозначения 
дифференциального исчисления мы используем относительно 
этой структуры. Под дифференциальными формами мы 
всегда будем подразумевать внешние дифференциальные 
формы, а умножение этих форм всегда будет внешним 
умножением. 


JIEMMA 1. Пусть a=(a,, ..., a,)e А". Существуют беско- 
нечно дифференцируемые отображения Vi, ..., 9, из C"=Spa 
в A, такие, что для всякого в==(2,..., г.) Е С"— ра 


‚имеет место равенство 
У ЛЕТ nik ge An) v,(z)= 1. 


1) Для каждой точки = (201, ..., 20) = C'—æ=Spa cy- 
ществуют функции U, ..., и, со значениями в À, опреде- 
ленные и бесконечно дифференцируемые в некоторой от- 
крытой окрестности точки Zo и такие, что в этой окрестности 
(2 — a,)u,(z) +... + (2, — а) и, (2) =1. Действительно, за- 
метим вначале, что существуют элементы D, ..., В, = À, 
‚ Такие, что (21 — &)b + ... + (2, —a,)5,= 1 ($3, n°5). 
Элемент (2, — а) + ... +(2,—a,)6, обратим в A, если 


Ζ--(Ζι, ..., 2,) принадлежит достаточно малой ‘открытой 
окрестности точки Zp, и теперь достаточно положить в этой 
окрестности \ 


w@=0(S(e—a)h) - 
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2) Из предыдущего следует, что существует открытое по- 
крытие (Vil,=, множества C"—=Spa и для каждого À = Г, 


существуют функции и. ),..., Up, CO значениями в À, 
определенные и бесконечно дифференцируемые в V,, такие, 
- что (2, — а)ил (2) +... + (2, — G,) Up (2) = 1 BV. Согласно 


Общ. топ., гл. I, 4-е изд., $ 9, теор. 5, покрытие (V,) можно 
считать локально конечным. Далее, существует семейство. 
(her неотрицательных бесконечно дифференцируемых функ- 


ций в С’-—бра, таких, что supp (fh) = И) И a Е 
в C’=Spa (Var., В.). Продолжая функцию fare gee 
в (C"=Spa)—=V,, мы получим функцию (обозначим ее Ua) 
со значениями в A, определенную и бесконечно Ban ERE 


цируемую в С" — Spa. Так как для i=|, 2, ..., " семей- 
ство (supp (и ina =, Является локально конечным, то функция 


> и’, бесконечно дифференцируема в С” = Spa. С дру- 


τοῦ к пусть ZE С” — Spa. Пусть L’ -- конечное под- 
множество индексов AGL, таких, что zeEV,. Тогда 


n 


Σα, —а,) 5, “= 2 Dy (2; — а) Up, (2) = 


i=] AGL’ #=1 
= Хе Σαι--αὐμαῶ)--(Σ h@)-1= 


Лемма доказана. 


ΠΈΜΜΑ 2. Пусть а=(а1, ..., a,)= A" и h— бесконечно 
дифференцируемое отображение С” в С, равное | в окрест- 
ности Spa. Тогда существуют, бесконечно дифференцируемые 


отображения и, ..., и, из. С" в А, такие, что для каждой 

Точки Zei, г) ЕС" имеет место равенство 

(1) (2, — a) ui (2) + ... + (2, — ал) Uy (2) =1— A(z). 
Действительно, существуют отображения Vi, ..., U, из 


п 
С = бра в А со свойствами, указанными в лемме |. Ilo- 
ложим | 


и; (2) = (1—1 (2)) о; (2), если ве С" = Spa, 
и; (2) =0, если хера. 


Тогда функции и; бесконечно дифференцируемы в CS pa 
и равны нулю в окрестности Sp a, a следовательно, беско- 
HeUHO дифференцируемы в С”. Равенство (1), очевидно, 
справедливо для 2 С” => бра, а для Z&Spa обе его части 
обращаются в нуль. 
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Замечание. Если n—1, то для zeC=Spa имеем 
μι (2) = (1—1 (2) (г — a) 


ЛЕММА 3. Пусть а, h, ш,..., и, обладают свойствами, 
указанными в лемме 2. Обозначим через à дифференциале- 
ную форму du,dz,...du,dz, степени 2n на С” с коэффи- 
циентами в А. Тогда 

(i) имеет место соотношение SUPpp oC SUPP À. 

(ii) Для i=l, 2,..., п существуют дифференциальные 
формы В; на С” степени п—1 с коэффициентами в A, Ta- 
кие, что 

(2; — @;) © = d (AB; dz, eee dzn).. 


(iii) Существует дифференциальная форма В на С” cre- 
пени п — 1 с коэффициентами в А, такая, что (n+ 1) ho — о= 
= d(hBdz, ... dz,). 

Дифференцируя равенство (1), получаем 
(2) = и dz; + 2 (2; — αι) du; = — dh, 


откуда следует, что 
(3). dh dz; Il (du, dz;) == — (2; — а). 
πε ἱ 
Тогда 4 (A CII аи BR es dz, = dh | Il dus) Aa: dz, = 
151 j#i 


= +(2,—a,)®, и это равенство доказывает справедли- 
BocTb (ii). Из (ii) получается, что | 


(1— И) = à (2, — а) и = >) u,d (hB; dz, ... dz,), 

i=] i=] 
откуда supp(l — h)w supp h, а это соотношение влечет за 
собой (i), Наконец, положим T= > hu, dz; (Il (du, dz;)) . 

i=! j#i 
Тогда | 
dt = У и, dh dz, | Il (du; dz;)) + nho, 
i=] 1 Ai 


или, с учетом (3), 


ат =— Aus — ад 0 + nho = — (1 — 1) ®- бо = 
== (n + Ао — о, 


что и доказывает утверждение (11). 
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Рассмотрим теперь, каким изменениям подвергается фор- 
ма ® при некоторых модификациях A, uy, ..., и, (а остается 
фиксированным). Начнем с одной простейшей модификации. 


JIEMMA 4. Пусть a, h, ш,..., и, обладают свойствами, 
указанными в лемме 2. Пусть Е — бесконечно дифференци- 
руемое отображение С” в А, Ги |— два целых числа; из 
интервала (1, п). Определим u’, ..., и’, ®’ равенствами 

ER ΡΝ ae il ER 
w=u+(2,—a)k, w=u—(2,—a)k, 
wu, для l#i,j, 

‘gees ὦ 7 7 
= du; dz,du,dz,... du, dz,. 


Тогда имеет место равенство (2,7 а) TALAE gi HE (2, — a,) X 
Жи, (2) =1—1(2), и существует дифференциальная форма % 
степени n—1l на С” с коэффициентами в А, такая, что 
suppp <suph и o— ®’ =а(фа2, ... dz,). 


Действительно, 
du; du, 42, ... 42, = | 
==(du; + k dz; + (z;—a,;) dk) (du;—k dz;— (2.—а)аЕ) dz,...dz,= 
= (du; du; — (2; — αι) du; dk — (2; — a;) du; dk) dz, ... d2,. 

Следовательно, 
du; du’ ( Ale. du; dz,... dz, — du, du, (, i du) Az de 


re ba ($ (2: — αὐ аш ak) | И dus) dz, ... 42. 
| 1=1 1521] 
и с учетом (2) это равенство можно продолжить: | 
| dh dk | II dus) dey πι II dus) dz ΠΩΣ 
151, j | to. Mi, j 


ЛЕММА 5. Пусть a, №, u, ..., и, обладают свойствами, 
указанными 8 лемме 2. Пусть h’ — бесконечно дифференци- 
руемое отображение С” в С, равное 1 в окрестности Зра. 
Пусть и, ..:, и, — бесконечно дифференцируемые отображе- 


ния Св А, такие, что для всех z = С" имеет место равенство 
(2, a а) и (2) +... (2, - аи, (2) =1— № (2). 


Пусть @ = du; dz, ... du), dz... Тогда существует дифферен- 
циальная Форма ф степени n—1 на С” с коэффициентами 
в A, такая, что supp Cc(supph)U(supph’) u ®— о’ == 
==d(pdz, eve dz,). EE 


44 Ä | Нормированные алгебры Гл. Ι, $ 4 


Для re = С” положим 
a,j (2) =u; (z)u, (2) — и, (2) (2), 
β, (2) = ui (2) В (z) — u, (2) h’ (2), 


так что а; = — о; и supp; < (supp h)U (supp й’). Имеем 


μ’ (2) — и; (2) = u‘ (2) (3: (2;—a,) и, (z) + h(@)) — 


—u,2)(¥ (ape наи) = À (e,— aa, @) +8, 0) 


Положим u”(z) = u/(z) — B; (2), wmlun..,u),) М’ = 


и 


lt... un. "Тогда 
u’=u+ Ху, 
# <] 


где у;, — отображения С” в А”, для которых ἱ-5 компонента 

равна (2; — a;)a;;, [55 компонента равна | 
(2 —а) аи = — (2; —а)ац, 

а все остальные компоненты равны нулю. В силу леммы 4, 


существует дифференциальная форма \ф, степени n—| в С" 
с коэффициентами в À, такая, что supp, <= зиррй и 


@— du) 42, ... du, dz, =а ($, dz, ... dz,). 
С другой стороны, дифференциальная форма 
и’ 42, ... du” dz, — ©’ = 


—=4 (и, —В,) 42, ... 4 (и, —B,)dz, — du; dz, ... аи, dz 


п 
представляется.в виде суммы форм 
L'aide саг аа, PE 
1 p I; In—p 
откуда и следует утверждение леммы. 


3. Построение они 8, 


В этом пункте мы предполагаем, что алгебра A комму- 
тативна. 

Пусть а =(а1, ..., а} Е A”, U — открытая окрестность Spa. 
Тогда существует бесконечно дифференцируемое отображе- 
Hue h из С” в С, равное | в окрестности Spa и такое, 
что supp A — компакт, содержащийся в U. Пусть, далее, 
Uj, ...,U,— отображения со свойствами, указанными в лемме 2. 
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‚Пусть 

® = du; dz, ... du, аг,. 
Тогда зирр о — компакт, содержащийся в U (лемма 3). 
Поэтому для каждой функции f = О(И; А) можно образовать 
элемент вида | fo, принадлежащий А. В силу леммы 5 и 


и. | 
формулы Стокса, этот элемент зависит только OT аи[и не 
зависит от выбора A, U, ..., u,. Положим 
(4) θὲ (f) =n! (2mi)”" | foo 

U 


Тогда отображение {=> Of (f) из О(И; А) в А является 
линейным. Это отображение, кроме того, непрерывно; дейст- 
вительно, используя введенные выше обозначения, мы видим, 
что существует постоянная М 0, такая, что 


ler DISM sup 1741. 


С другой стороны, ©, | зависит только от ростка функции | 
в окрестности Spa. В самом деле, пусть, U’ — открытые 
окрестности Spa ufeO(U; A), ГЕС(И’; А). Предположим, 
что ри ]’ совпадают в некоторой открытой окрестности 
U” > Spa; тогда существует бесконечно дифференцируемое 
отображение h из С” в С, равное | в окрестности Spa и 
такое, что supp À < U”; построив ® при помощи A, мы видим, 


что | fo= | Го, и наше утверждение доказано. 
U и’ | 
Если [ @O(Spa; A), мы положим ©, (Ὁ --Θ/(, где 
| какой-нибудь представитель ростка. ]. Из предыдущих 
рассмотрений следует, что ©, — линейное непрерывное OTO- 
бражение из О (Spa; À) в А. 


4, Простейшие свойства отображений ©. 


Мы по-прежнему предполагаем, что алгебра А комму- 
тативна. | 


JIEMMA 6. Пусть ае А", Р — многочлен на С” с κοθφ- 
фициентами в A, P—eeo росток в окрестности Spa u 


ГЕО (ра; A). 
Гогда ®, (Pf) = P (a) Qa (7). 
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Обозначим, как и раньше, через Ζι, ..., 2, координатные 
функции на С”; тогда достаточно доказать лемму для слу- 
чая, когда P=—21...2%", гее,..., е. = М. Индукция по 
е + ... +e, позволяет ограничиться случаем, когда P=2.. 
Пусть | — какой-нибудь представитель |, т.е. голоморфная 
функция в некоторой открытой окрестности U > Spa. Пусть 
h — бесконечно дифференцируемое отображение из С" в С, 
равное | в окрестности Spa, с носителем, содержащимся 


в U. Используя обозначения U, ..., U, ὢ лемм 2 и ὃ, имеем. 


= (2ῃ) =n! (Ani) | z fo, 
U 


‘а 07 (f) =n! (2ni)” | a fo. 


U 


Используя дифференциальную форму Br леммы 3 (ii), 
получим равенство 


(2, — а) fo = fd (hf, dz, ... dz,)==d (18, dz, ... dz,) 


(так как df dz, ... 42, = 0); следовательно, | @ —a;)fo=0, 
7 | 
что и доказывает лемму. 
Напомним теперь следующие факты (Var., К.). 
1) Пусть У — открытая часть в С, граница которой 
Е — бесконечно дифференцируемое подмногообразие размер- 


ности | в С. Следующие условия эквивалентны: (i) граница V 


совпадает с F; (ii) для каждой точки z@F существуют 
открытая окрестность U точки Ζ в Си биективное отображе- 
ние ф окрестности U на открытый единичный шар в С, такое, 
что ф и ф' бесконечно дифференцируемы и справедливы 


соотношения 
Е ППЕ< 99(2) =0, 
zZEUNC-“V)S 9(2)< 0. 


2) Пусть К — компакт в С. Существует фундаментальная 
система открытых относительно компактных окрестностей И 
компакта К, граница каждой из которых — бесконечно диф- 
ференцируемое подмногообразие размерности | в С — совпа- 
дает с границей У. 

3) Пусть W — относительно компактная открытая часть 
в С, граница которой F— бесконечно дифференцируемое 
подмногообразие размерности 1 в С — совпадает с грани- 
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цей W. Тогда существует и притом единственная ‘ориентация. 
на F, такая, что для любой дифференциальной формы T 
степени |, бесконечно дифференцируемой в некоторой откры- 
той окрестности множества М, имеет место равенство 
Γάτ-: fr Компактное многообразие F, снабженное этой 


у Е 
ориентацией, называется ориентированным краем W и обо- 


значается W. 


Вернемся к EN Θα и рассмотрим сначала слу- 
чай, когда п =1. 


JIEMMA 7. Пусть х— элемент A, U — открытая окрест- 
ность Spx и [= O(U; À). Пусть У — открытая относительно 


компактная окрестность Spx, такая, что V CU, причем гра- 
ница У — бесконечно дифференцируемое подмногообразие 


размерности 1 в С и совпадает с границей У. Тогда имеет 
место равенство 


9 (= FOR αγγ’ az. 
ie : 


Bear U = C.u-f(2)= 1, To Θ΄ (f) = 1. 


Действительно, существует бесконечно дифференцируемое 
отображение A: С —> С, равное | в окрестности Sp x и имею- 
щее компактный носитель, содержащийся BV. Далее, суще- 
ствует бесконечно дифференцируемое отображение и: C — À, 
такое, что (z—x)u(z)=1—A(z) ‚Для. всех z2=C. Тогда 
[du 42 == -d(fudz) и u(z)=(2— x)” на границе У. Поэтому 


21107 (= | Î du dz = | d (fu dz) = | Î (2) (2 — x) dz. 
| 5 τ Г 


Предположим теперь, что U=C и [(α)--1. Выберем 
в качестве окрестности У открытый шар с центром в 0 
радиуса Ю>|х| (так’ что Зрхс И). Тогда в С=\ имеет 
место равенство 


(-- x) =271(1 ker. 1] Hr? Les. on... 


Напомним (Var., R.), что et, nnan#—|l и 
V 


{ 27" dz—2in. Следовательно, Ei (2—х) dz=2in:l. 
у у 
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‘ 9 
JIEMMA 8. (i) Для введенного в п” | морфизма п„ „ имеет 
место равенство - 


* 
GR Cam. ia 


| (ii) Если 1 — росток функции 1 в окрестности Spa, то 
9, (1) = 1. | 
Пусть а=(а,,..., a,). Достаточно доказать (i) для 
m=n—l. Пусть а’ = (а,..., An-ı), U — некоторая открытая 
окрестность Spa BC" uf’ =O (VU; A). Пусть f — отображе- 


ние вида . 
PIE а; Aap [9 

из UX C в A; ясно, что f = О(ИХ С; A). Существует. беско- 

нечно дифференцируемое отображение Ah’ (соответственно A”) 


из С" "в С (соответственно из С в С), равное 1 в окрест- 
ности Spa’ (соответственно Spa,), с компактным носителем, 
содержащимся в U (соответственно в С). Далее, существуют 
бесконечно дифференцируемые отображения и, ..., Un-ı 


из С” ' в À, такие, что 
(21 res αι) u] (z’) ок CFE An-ı) at (z’) =1—h" (z’) 


для всех Ze CC”, и бесконечно дифференцируемое ото- 
бражение u, из С в A, такое, что (Ζ, — a,) и, (2,) = 1 — h” (z,) 
для всех z,@C. Тогда функция й =’ @h” на С” беско- 
нечно дифференцируема, равна 1 в окрестности Spa и имеет 
компактный носитель, содержащийся в U X С. 


Для любого z= (Ζ΄, 2.) = С” 'Х С имеем 
(2, —-a,){4, ὢ 1) (Е... + — a, 1) à, ὢ Ἡ (2)--- : 
+ ea SE a An) (h’ © in) (2) =1—h’ (z’) + h’ (z’)(1—h” (2,)) =1—h (2). 
С другой стороны, выражение du,dz,... du,-,dz,-,dh’ 
является дифференциальной формой степени 2(п— П-1 
_ на С”-' и, следовательно, равно нулю; поэтому 
4 (и, ® 1) ага (us ® 1) dz, ... d(u,-, ὢ 1) dz,-1d (№ Ὁ u,) dz, = 
ei fr” ® 1) d (a, ® 1)dz, ... d(u,_, ® 1) dz,_,d(1 ® u,) dz,. 
Из определения ©, (f) следует, что 
9, ([) = 12)" | (8 1)( ® Паш 8 Паш... 
икс | и | 
.. a (u,_, @. D dz,_,d(1 ® u,)dz, = 


=n! βοὴ" [ Fh’ du, az, ... du, ὮΙ [ du, den) 
U INC | 
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| FT = 


Из леммы 7 следует, что | du,dz,—2in «1. В силу леммы 3 (ii i) 


п. | Ри du, dz, ... du,-| d2,-: = | г. du, dz, oe dun-ı dz„-ı =. 
U U 

| 2 

=r Ow (Г), 


следовательно, 
—п (2in)"— / / 
Θα (7) = n! (2in) ang, (Г) Qin = Oy (F’).. 


Таким образом, (1) доказано, а (11) следует из (1) и леммы 7. 

JIEMMA 9. Пусть a& A”. Если Î — многочлен на С" Е коэф- 
фициентами в A, то @a(f) =f (a). 

Это следует из лемм 6 x ὃ (ii). 


Лемма 9 (a также следствие предложения 1) оправдывает 
следующее обозначение. Если ae A”, И — открытая окрест- 
ность Spa и | ©C(U; A), то положим 


U 
(5) f(a) = (р. 
(Это обозначение согласовано с обозначением, введенным 


в Алг., гл. IV, если f — многочлен.) Если fe OC (Spa; = TO 
положим также 


(6) f (a) =, (7. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть Dj, Oo, ..., 0, — положительные 
числа, П— полицилиндр в С”, определенный неравенствами 
Qa 
|121[<рь ..., 1[2„|<6„. Пусть и = Мс, et À ui Xre 


= A[IX,,..., X,]] — степенной ряд с коэффициентами из À, 
сходящийся в П; пусть |— голоморфная функция, являю- 
щаяся суммой этого ряда в П. Пусть, далее, элемент 


(a, ..., @,) = A". таков; что: pla) рь..., 9 (a, )<p,. 
Тогда pad, составленный из элементов с, κα a! de ayn ΕΞ Α, 
} aie 
сходится абсолютно, Sp(a) CII u 
Stone, 7, a un. 
| (a) = DTA made. Ay” 


Для каждого характера χ алгебры А справедливо нера- 
венство |х(а;) | <о(а;) < о;; следовательно, .$р (а) CII. Пусть 
2, ..., 2, — ограничения на П координатных функций в. С”. 


a a 
Тогда ряд из (Ca, даб +. zur) сходится в O(II; A) к функ- 
ции |. Принимая во внимание лемму 9 и непрерывность ото- 


ESCHE 
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бражения [> Ка), мы приходим к выводу, что семейство 
ee а = суммируемо в A и его сумма равна i (a). 
Наконец, пусть А; таковы, что pla,)<A,<p;. Существует 
постоянная ^; >0, такая, что | Qi | ka для всех и, и так как © 
| со ma a [Att - г... AR <-+ 00, то семейство (ca a a, + ap") 
‚абсолютно суммируемо. | 


СлеЕдствиЕ. Предположим, что A=C. Пусть a= 
—(а,..., а») = С”, так что Spa = {a}. Пусть f = C ({a}). Гогда 
f(a) в смысле равенства (6) совпадает co значением | в a. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть В — коммутативная банахова 
алгебра с единицей и À — непрерывный морфизм алгебр с еди- 
RER u3 = e В: HMycre a: EA ба 

b=(b,,..., 6,) (так что Spb Spa). Пусть, далее, U — or- 
крытая окрестность Spa u |+ O(U; A); имеем Xof =©C(U; В). 
Тогда 4 ([(а)) = (à ο ἢ) (b). 


Пусть A, uy, ..., и, обладают по отношению к а свойст- 
вами, указанными в леммах 2 и 3. Для всех се С" имеет 
место равенство 


Σ (2; — b;)À (u, (2)) = (3 (2; — аи, ο) = 1—A(z). 


Следовательно, 


(0 f) (В) =n! (in)”” | али ἄι... d(hou,)dz, = 
= nl (in) à | | Pad Be ody. da (a)). 
U | | 


_ СледствиЕ 1. Пусть хеХ (А) u f =C(Spa). Тогда 
x (F (a) =F (x (а), ..., х(а»)). 


Это вытекает из предложения 2 и следствия предложе- 
_ ния |. 

Замечание. Пусть ae А”. Если А — алгебра без 
радикала, то отображение |+] (a) из О (З$ра) в A является 
единственным отображением ф из O(Spa) в А, таким, что 
х(Ф (f)) =1(%(а,), ..., х(а,)) для всех x = Х(А). 

ΟΠΕΠΟΤΒΜΕ 2. Если f=C(Sp a), το Sp(f (a)) =f (Spa). 

Это вытекает из следствия | и определения совместного 
спектра, 
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Пример. Пусть a(t)= Жане!" = сумма абсолютно CXO- 


дящегося ряда Фурье ($ 2, n° 2). Пусть $ — множество зна- 
чений a. Пусть { —голоморфная (комплексная) функция 
в окрестности множества 6. Тогда [oa есть сумма абсолютно 
сходящегося ряда Фурье. Действительно, S является спектром 
элемента а в алгебре А абсолютно сходящихся рядов Фурье 
($ 3, n° 3, пример 4), и поэтому достаточно применить следствие 
|] в случае, когда п==1. Этот результат обобщает утверж- 
‘дение, содержащееся в следствии предложения 8, ὃ 3. 


5. Два результата о плотности 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть К — полиномиально выпуклый 
(приложение) компакт в С” и P — множество ростков мно- 
гочленов на С” с коэффициентами из А в окрестности К. 
Тогда Р плотно в О(К; A). | 


Пусть И — открытая окрестность компакта K uf € C(U; A). 
Существует (приложение, лемма 2) компактная окрестность 
V >К, которая полиномиально выпукла и содержится BU. 
Пусть P’ (соответственно Ро) — множество сужений на V 
многочленов на С” с коэффициентами в A (соответственно 
в С). Пусть В (соответственно Ву) — банахова алгебра, полу- 
ченная в результате замыкания множества Р” (соответст- 
венно Ро) в ® (И; A). Для доказательства утверждения доста- 
точно проверить, что f|V ЕВ. IIYCTE 2, ..., 2, — сужения 
на У координатных функций в С”; они принадлежат Ву и 
Sp (21,..., 21) =V в силу следствия 3 предложения 9 § 3. 
Так как А можно отождествить с нормированной подалгеб- 
рой в Р’ и, стало быть, в В, то | определяет некото- 


рый элемент fp в C(U; В); поскольку Spz(z, ...,2,) € 
Spa (21, ..., 2) = И, можно образовать элемент b= 
— в (21, ..., 2,) в В. Пустьб = (б6,..., 6.) Е У и A— mop- 


(usm => 2 (5) из В в А. Тогда Ао], =]. Из предложения 2 
следует, что 6(5) =] (61, ..., би). Значит, [| V=beB. 


Для п=| имеет место также следующее 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть К — компакт в С и О — множество 
‚ростков голоморфных рациональных функций в окрестности 
компакта К. Тогда О плотно в О(К). . 


Пусть }—голоморфная функция в открытой окрестности И 
компакта К. Существует компактная окрестность У ЭК, 
содержащаяся в U. Пусть `@” — множество сужений на V 
рациональных функций на С, непрерывных на V, а С — 3a- 
мыкание Q’ в @(V). Пусть, далее, г — тождественное ото- 


LL 
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бражение окрестности У. Тогда С — замкнутая наполненная 
подалгебра в ® (У), порожденная г. Имеет место равенство 
Зре2 = Spyçp? =. Поэтому можно образовать элемент | (2) 
в С. Согласно следствию | предложения 2, этот элемент в С 
совпадает с f/|V. Значит, [|У является равномерным пре- 
делом элементов из Q’, и доказательство завершено. 


6. Доказательство теоремы 1 


По-прежнему алгебра А предполагается коммутативной. 


JIEMMA 10. Пусть а=(а, ..., a,)e À" и ИС С" — от- 
крытая окрестность Spa. Тогда в А существуют элементы ` 
ан+1, +++) Antp, Такие, что проекция на Οὗ полиномиально 
выпуклой оболочки Зр (а, ..., An+p) (которая представляет 


собой часть в С"Х CP) есть некоторая часть U. 


Пусть (a), —, — семейство элементов из A, содержащее 


семейство (αι, ..., ἂμ) и топологически порождающее А. 


Пусть m — каноническая проекция С^ на С”, и пусть И” = 
—=n!(U). Тогда U’ — окрестность Sp ((a,)) и Sp ((a,)) — поли- 
номиально выпуклое множество ($ 3, предложение 9). В силу 
леммы | приложения существует конечное подмножество Лу 
в Л, содержащее {l,..., и} и такое, что pr, (U’) содер- 
жит полиномиально выпуклую оболочку $ множества 
pra (Sp((mhen))=Sp((ahea,) Следовательно, проекция ὃ 
на С” есть часть U. 


Утверждение теоремы 1, касающееся существования, 
будет установлено, когда мы докажем следующее 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть a=(a, ..., a,) Α΄. Отображе- 


‘ние fi f(a) из O(Spa; A) в А является непрерывным мор- 


физмом алгебр с единицей, который преобразует ростки 
координатных функций на С" в окрестности Зрава,,..., Ay 


С ‘учетом леммы 9 достаточно доказать, что если И — 
открытая окрестность Spa и [= O(U; A), g=O(U; A), то 


(7) (fg) (а) --- (a) g (a). 


Пусть άρει» ...» An+p выбраны в соответствии с леммой 10. 
Пусть-л — каноническая проекция U X Οὔ на U. Тогда функ- 
ции fon, бол, (fg)on голоморфны в области U СР, co- 


‚держащей полиномиально выпуклую оболочку К совместного 


спектра Эр (41, ..., @n+p) 
В силу предложения 3, существуют последовательности 
(P,, Po, ...), (О, Qo, ...) многочленов Ha ΟΡ с коэффи- 
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циентами из A, такие, что ростки многочленов. Ру, Po, ... 
(соответственно ΩΙ, Ra ...) в окрестности компакта К стре- 
MATCH к ростку функции [ол (соответственно бол) в окре- 
стности К. Поэтому ростки P,Q), Р.О,, ... в окрестности К 
стремятся к ростку функции ([ρ)οπ в окрестности К. Из 
леммы 9 следует, что Ἢ 


(P;Q;) (αι, ee An+p) = P; (αι; es On+p) Qi (ат, в. о) dur) 
откуда в пределе получаем 
(ϊ6 οπ)(αι, ...» Any) == (Гол) (Ay, ...» Ang p) (8 ° п) (αι, ...» тр). 


. В силу леммы ὃ (i) отсюда получается равенство (7). 


Окончание доказательства теоремы 1. 
Пусть alee cass (8 ar семейства морфизмов 


‚со свойствами, указанными в формулировке теоремы 1. Нам 
надлежит доказать, что они совпадают. Пусть αι, ..., a, € À, 


а = (а,.... a,) и И — открытая окрестность Spa. Пусть’ 


[= C(U). Мы знаем, что в. А существуют элементы ἄμμι, ... 
ἐν.» Antp Такие, что п(Г) CU, где л — каноническая проек- 


ция С”"? на С”, а L— полиномиально выпуклая оболочка 
спектра Зр(а1, ..., а,+р). Положим g=fen; пусть | (соот- 
ветственно 8) — росток функции | (соответственно g) в окре- 


стности Spa (соответственно Фр (а, ..., аи+р)); по предпо- 
ложению 


9, (f) =O(a,, ..., An+p) (&), А (f) gun, TER An +p) (8). 


Но так как ©, ) совпадают на 


/ 
pen An+p) I, u Anan 
‚множестве ростков многочленов N + р переменных в OKPECT- 
ности Зр(а1, ..., аи+р), ТО OHH совпадают и в точке β, по- 
скольку росток g в окрестности множества L является пре- 
‚делом ростков многочленов (предл. 3). 


Заметим, что предложение 3 немедленно приводит также ' 


_и к следующей теореме единственности. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть a = А”. Предположим, что Spa 
является полиномиально выпуклым. Пусть 2, ..., 2, — ростки 
координатных функций на С” в окрестности Sp а. Гогда 
отображение f-—>f (a) является единственным непрерывным 
морфизмом ф алгебр с единицей из Ὁ SR a) в À, таким, что 
ф (21) =а,..., φ(Ζῃ)-- ἄρ. 


54 ! Нормированные алгебры Гл. 1, $4 


7. Суперпозиция в функциональном исчислении 


ΤΕΟΡΕΜΑ 2. Пусть А — коммутативная банахова алгебра 


с единицей, a —=(a;, ..., а.) Е A" u Γι, Rae f» — элементы из 
O(Sp а); пусть, далее, f=(fi,...; т Положим b,= 
= f;(a, ..., a) и b—(6,, ..., b,). Гогда Spb является обра- 


зом Spa при отображении 


А М es С | 


Пусть S=0(Spb; À). Росток суперпозиции h = бо £: 
является элементом множества О (Sp a; À). Тогда 


ὅ (b) = À (a). 


1) Пусть К — полиномиально выпуклая оболочка спектра 


Spb. Согласно предложению 5, отображение б--> (бо (a) 
является непрерывным морфизмом алгебр. с единицей из 
О (К; А) в А, который преобразует 4-ю координатную функ- 
ЦИЮ В rar. ..., Q,)=b,. Равенство g (0) =(g ο f) (a) выпол- 
няется, следовательно, в случае, когда © — многочлен, и, 
значит, в силу предложения 3, для всех б = О\(К; À). 

2) Пусть теперь & — голоморфная функция в открытой 
окрестности Q > Spb. Существуют элементы Бр+1,..., Dp+g A, 
обладающие следующими свойствами: . если L — полино- 
миально выпуклая оболочка спектра 


Sp (δι, NS Ь ра) τ. Γ᾽ 
И л — каноническая проекция С?+7 на Οὔ, το n(L)cQ 
(лемма 10). Пусть fj, ..., {р — голоморфные функции в от- 
крытой окрестности U > τ. ἃν такие, ‘что. (fj), ..., f)(U) HQ. 


Тогда функция бол голоморфна в области 1-19), которая 
является окрестностью L. Пусть m’ -- каноническая проек- 


ция С”" на С”. Обозначая 4 последних координатных 


функций на С”"7 через 2,41, ..., 2и+а› имеем 
Е ea; aise fo ties ак Gute 
--ὲσο[ῥδπ',... erkennt: 


Эта формула и первая часть доказательства приводят к сле- 
дующему равенству: 


(еп) (1 >’) (6), .... ны ©), +++) = (how) (0), 
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где с=(а1,..,, Ans бра» ...» брча), ИЛИ, если принять ΒΟ. 
внимание лемму 8, к равенству 
g (1 (а, …..) аз), eee) ACT ...) An)) = В (αι, ...) ан). 


Теорема доказана. 


8. Случай одной переменной 


ТЕОРЕМА 3. Пусть А — банахова алгебра с единицей (ne 
обязательно коммутативная), X — элемент А, г — росток тож- 
бественной функции в окрестности Spx. Тогда существует. 
и притом единственный непрерывный морфизм ф алгебр 
с единицей из O(Sp,x) в А, такой, что ф(2) =х. 


Пусть В — замкнутая наполненная подалгебрав A, порож- 
денная элементом X. Она, очевидно, коммутативна и $рвх == 
— Sp,x ($ 1, n° 4). Если [+ О($рдх), то можно образовать 
элемент [(х) в В, а тогда отображение [:+>](x) окажется 
непрерывным морфизмом ф алгебр с единицей из О($рдх) 
в В (следовательно, в A), таким, что (2) = x. 

Пусть φ, ф’— два непрерывных морфизма алгебр с еди- 
ницей из O(Sp,x) в А, таких, что ф(2) =’ (2) =х. Тогда ф 
и @’ совпадают на множестве ростков многочленов в окрест- 
ности Sp,x и, следовательно, на множестве ростков голо- 
морфных рациональных функций в окрестности $рдх. Но 
эти ростки образуют всюду плотное множество в О (Spyx) 
и, значит, =. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Если [Е C(Sp1x), то элемент g(f), ука- 
занный в теореме 3, обозначается через | (Χ). | 


Замечание. Если алгебра A коммутативна, то это 
определение совпадает, в силу теоремы |, с определением 
n° 4. В общем случае, как видно из доказательства тео- 
ремы 3, /(x) принадлежит замкнутой наполненной под- 
алгебре В в A, порожденной элементом X, которая комму- 
тативна; элемент | (x) в А (в смысле определения 1) совпадает 
с элементом /(x) в В (в смысле n° 4). | 


ПрРЕдложЕНИЕ 7. Пусть А и. А’ — банаховы алгебры с еди- 
ницей, À — непрерывный морфизм алгебр с единицей из А 
в А’. Пусть хеЕА и |= О($рдх). Тогда A (f(x) = | (A (х)).. 


Это вытекает из предложения 2 и приведенного выше 
замечания. 


_ ΠΡΕΛΠΠΟΆΕΗΜΕ 8. Пусть А — банахова алгебра с единицей, 
x=A, [= О($рх) и y=f[(x). Образом Spx при отображе- 
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нии | является Spy. Е ва так что. h=gofe. 
Е (Sp x). Тогда g(y) = 3 

Это также вытекает ыы теоремы 2 и приведенного выше 
замечания. 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΗΕ 9. Пусть А — банахова алгебра с единицей, 
xe À, И — открытая окрестность Spx и |+ O(U). Пусть 
У — открытая относительно компактная окрестность Spx, 


такая, что VCU. Предположим, далее, что граница и 

является подмногообразием размерности 1 в R?, совпадающим 
с границей И. Пусть, ое у — ориентированный край У 
(n° 4). Тогда для п=0, 1, ... имеет место равенство 


(8) aL QG) i | f (2) (г — 2)" "de, 


Для п=0 это равенство’ вытекает из леммы 7 и приве- 
денного выше замечания. Допустим теперь, что предложение 
справедливо для некоторого целого и. Если 2 À Sp Жо - 
согласно теореме 1 (iii), $ 2, имеем 


9) = (а—х)"' На) = 
=(2— x) Anteile). 


Применяя формулу Стокса к компактному многообра- 
зию И, получим | | 


(10) fe" Far = [а(2-— IR). 
и | V 


Равенства (9) и (10) влекут за собой равенство 


~ 


[Ра — 2)" de = (n + Ὁ |fe)@- "az 
у у 


откуда, по предположению индукции (примененному к 41/42), 
следует, что 


Qin dt 


a 


n! 


Er f(x) =(n $1) | Γ(9)(2-- 97" de 


и предложение доказано для = Г. 


ПРЕдложЕНИЕ 10. Пусть А — банахова алгебра с едини- 
цей, Ц — открытая часть в С. 

(i) Множество Q элементов x = À, таких, что Spx UE: 
открыто в A, 
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(ii) Пусть f &O(U). Отображение ‘х->|(х) us Q 8 А 
является аналитическим (Var., В.) и, в частности, непре- 
„рывным. 


Пусть хе Q. Существует окрестность У > Spx B С, такая, 


что VCU и граница У является бесконечно дифференци- 
руемым подмногообразием размерности | в С, совпадающим 


с границей У. Пусть /— длина И, т — верхняя грань | (4) | 


на V u M— верхняя грань FES || на CæV. Если2е À 
и |2|. М< 1/2 и если АЕ C==V, To 


A—x—z=(l — 2(4— x) (Ax), 


И lz (A — x)"|< 1/2; следовательно, элемент A — x 3 обра- 
THM H | ; 


CO, 


их =“ 2 (2 (A—x)'), 


—п 


: причем | (= (7 —x) )|<2 . Тем самым доказано, что MHO- 
_ жество О ‘открыто и, кроме того, что 


Dinf(r+e)= Ÿ | CRC ха 


n= бу 
Но выражение | f(A) (2 — (2 =) У ἆλ. является 


однородным ET степени п по 2 (следовательно, 
аналитически зависит от 2), С нормой, не превосходящей 


mlM : 2°", Это доказывает аналитичность в Ω отображения 
y f(y). 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть А — банахова алгебра с единицей, 


x = À, U — открытая окрестность Sp x, [Е C(U), ὃ -- расстоя- 
nue между Spx и CU. 


(i) Для каждого δ’, такого, что 0 « δ’ <6, существует no- 
`стоянная Е 0, такая, что || f(x) |< kÔ "и! для n=O, 1,2,.... 


(ii) Если элемент уе А перестановочен с x и если о(у)<6, 
то Sp(x+y)CU u 


e+ y= YF № (0, 


| : | ᾿ 
причем ряд в правой части равенства сходится абсолютно. 


_Заменяя алгебру A ее замкнутой наполненной подалгеб- 
‚рой, порожденной элементами x и у (при этом не меняются 
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Sp x и Sp(x + и)), мы сведем задачу к случаю; когда À — ком- 
мутативная алгебра. 

Пусть 6’ =)0, 6(, ==6 —6’>0и К — компактная окрест- 
ность Spx, состоящая из таких точек в С, расстояние ко- 
‘торых до Sp x He превосходит 8/2. Tak как функция | голо- 
- морфна во всяком открытом круге радиуса δ΄ + 8/2 с центром, 
принадлежащим К, то, в силу неравенства Коши, существует 
постоянная {>0, такая, что 


sup ———— MON ac а” 


-φεεΚ 


для п==0, 1, .... Поэтому (i) вытекает из леммы 7. 

Если o(y)<6, то можно выбрать 6’, такое, что © (у) < 
< 6’<6. Пусть У — множество точек С, расстояние которых 
от Spx не превосходит 6— 6’, и V’ — открытый шар с цен- 
тром в 0 радиуса 6’ в С. Пусть g — отображение (2, 2’) => 
->2-+ =’ из УХУ’ в 0. Тогда Π--[ορ является отобра- 
‚ жением (2, г”) >f(z-+ 2’) из У XV’ в С. Так как Sp(x, у) <= 
CVXV’, то Sp(x+y)=U. В силу теоремы 2, имеем 
h(x, у) =[(х + у). Но функция h в O(V XV’) является сум- 
мой ряда | 


‚Следовательно, ряд. 

fr (x) п 
> n! у 
n >0 | 


сходится, и его сумма равна Й (х, у) =f (x+y). Кроме того, 
согласно (i), этот ряд сходится абсолютно. > 


9. Экспонента u noeapudm 


Пусть A— банахова алгебра с единицей, и пусть XGA, 
Рассмотрим функцию /(г)==ехр2; из предложения | сле- 
дует, что 


2 
(11) хр = 1 =. ; += -+. 
Так как ||x"I<|| x|", то 
| exp x [|< exp || x |, 


“m ряд (11) сходится равномерно в каждом шаре в A. По- 
этому отображение х-->ехрх из À в À является непрерыв- 
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ным (см. также предложение 10). Если элемент уе А ком- 
мутирует с х, то, как следует из предложения 11, 


со 


exp (х + у) = ws ехр; Хх, 


n=0 
откуда 
(12) exp (х + y) =ехрх : exp y. 
В частности, элемент exp X обратим и 
(13) (exp x)! ==ехр (— x). 


Пусть A — множество всех г = С, таких, что — л< I2< 40, 
Пусть A’ — множество всех г = С, не принадлежащих отри- 
цательному лучу (включая точку 0) вещественной оси. Тогда 
отображение ехр|А является биекцией из A на Δ’ (Функ. 
действ. nep., гл. Ш, $ 1, n° 7); обратная биекция будет обо-. 
значаться log. Если x&A и SpxCA’, то можно образовать 
элемент log x B А; имеем Sp(logx) CA и в силу предло- 
жения 8 


(14) ты exp (log x) = x. 


С другой стороны, если y € Au Spy CA, то Sp(exp ya Δ’ u 
в силу предложения 8 


(15) log (exp у) = y 


В частности, если u = À ир(и)<1, то $р(1— и) = А’ и 
можно образовать log (1 — и). Tak как | 
gh 
log (1 ne 2) = a 


для |2|<1, To, Kak следует из предложения | и теоремы 2, 
| τ ип 
(16) log (1 а 
« n= 


Пусть G — rpynna обратимых элементов алгебры À. Если 
алгебра А коммутативна, то, как показывают формулы (12) 
и (13), ехр(А) является подгруппой в G. Эта подгруппа co- 
держит, в силу (14), открытый шар с центром в | радиуса 1 
и, следовательно, является открытой (и, стало быть, замк- 
нутой) подгруппой группы G. Кроме. того, ехр(А) является 
связной подгруппой, как непрерывный образ алгебры А, ко- 
торая связна. Следовательно, ехр(А) есть связная компонента 
единицы группы G. 
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10. Разбиения пространства характеров 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть A— коммутативная банахова 
алгебра с единицей. Предположим, что пространство X (A) 
допускает разбиение на два открытых множества U, u Us. 
Тогда существует и притом единственный идемпотент j в À, 
такой, что Yj равно 1 на О, и 0 na U4. 


Пространство Х (А) отождествляется с некоторой частью 
в C4 при отображении 4+>(x(a)), =, Части U, и U, равно- 


мерного пространства C4 являются το RE KOM- 
пактами; следовательно, существуют конечная часть MCA 
и непересекающиеся открытые подмножества V,, У, в CH, 
такие, что 


p(U,)cV;,, p(U.) < У,; 


через р обозначается каноническая проекция из СА на СМ. 
Пусть αι, ..., а, — различные элементы в М и СМ отожде- 
‚ ствлено с С”. Пусть функция [| равна 1 на У, и 0 на У... 
Ясно, что Е О(И ИИ.) и 5ρίαι,..., а) ©V;UV>. Поэтому 
можно образовать элемент j=f(a; .:., a,). Так как f2 =}, 
το j?=j. В силу следствия | предложения 2, x(j) = 1, если 
ye U,, и 109, если “EU, С другой стороны, пусть 
г — некоторый элемент радикала алгебры A, такой, что 
[+ г — идемпотент. Равенство (+ г} = j +7 приводится к ви- 
дуг(1 — 2] —г) =0. Но так как функция 


G(1—2j —r) =1— 29] 


нигде не обращается в нуль, то элемент 1 — 2] —г обратим. 
Следовательно, г — 0 и единственность | доказана. 


Замечание. Сохраняя обозначения предложения 12 
положим 


=, BHI. 


Тогда 3; и % — идеалы в Аи \ + %, = А. С другой стороны, 
% (соответственно 5) — множество всех хе À, таких, что 
у (соответственно (1—Лх=х); следовательно, %, ῃ = 
== {0} и SL» τν" замкнутые идеалы. Алгебра А отождествляется 
с прямой суммой алгебр A/S, и A/S. Если отождествить 
Х (Α/Κ) и X(A/%) с’ частями пространства X (А) ($ 1, n°5), 
то окажется, что X(A/%,) =U, и X (AR) =U, 


СледствиЕ. Пусть A— коммутативная банахова алгебра 
с единицей. Тогда следующие условия эквивалентны: 

(i) X (A) связно; 

(ii) Ги 0 — единственные идемпотенты в A; 
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(111) А не изоморфна прямой сумме никаких двух нену- 
левых банаховых алгебр. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Пусть A— коммутативная банахова 
алгебра бёз радикала. Для того чтобы А содержала единицу, 
необходимо и достаточно, чтобы Х(А) было компактным. 


Необходимость вытекает из следствия теоремы 1 $ 3.° 


Предположим, что Х(А) компактно. Пусть А — банахова 
алгебра, полученная из A присоединением единицы; отожде- 
ствим X’(A) и X(A). Тогда дополнением к X(A) в X(A) 
является единственный характер Yo алгебры A, обращающийся 
в нуль на А. В силу предложения 12, существует элемент 
je A, такой, что y(j) =1 для всех хеЕХ(А) и y%(j) =0. Сле- 
довательно, JEA и Y(jx)—Y%(x) для всех xG@A и всех 
ХЕХ (А) и, значит, jx =x, поскольку А — алгебра без ради- 
кала. Таким образом, | — единица ‘алгебры А. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Пусть А р-— коммутативная банахова 
алгебра, IS; — идеал в А, Εἰ — множество всех y= Х (А), обра- 
щающихся в нуль на %, Е. — замкнутое в топологии Дже- 
кобсона и компактное в слабой топологии подмножество 
в X(A), не пересекающееся с F,. Тогда существует элемент 
ue, такой, что Зи ==1 на Fy. 


Пусть 9, — пересечение ядер характеров, принадлежа- 
щих Fy. Ясно, что 4/5.— подалгебра без радикала. Так как Fo 
замкнуто в топологии Джекобсона, то множество элементов 
из Х (А), обращающихся в нуль на %, совпадает с F,. По- 
этому множество Fo, снабженное топологией, индуцированной 
слабой топологией в X (А), совпадает с множеством X (A/%,), 
снабженным слабой топологией ($ 1, n° 6). Так как F, слабо 
компактно, то 4/% содержит единицу (предложение 13). Если 
$, + %, > À, то факторалгебра (8  %.)/%5 содержится в ядре 
некоторого. ненулевого характера факторалгебры A/S ($ 3, 
теор. 2), а в таком случае существовал бы ненулевой ха- 
рактер алгебры A, аннулирующий δι и %; но тогда оказа- 
лось бы, что вопреки нашему предположению F;, | Р. = ©. 
Таким образом, % + %. = А, и существует элемент we, 
класс которого в факторалгебре A/S, является ee единичным 

элементом. Тогда x(u)=1 для всех хеЕР.. Предложение 
_ доказано. | | 


СЛЕДСТВИЕ. Пусть А — коммутативная ‘банахова алгебра, 
F, и Е. —две непересекающиеся части пространства X (А), замк- 
нутые в топологии Джекобсона. Пусть Fy, слабо компактно. 
Тогда существует элемент u = À, такой, что Gu=1 на Е. 
и Зи =0 na F1. A aly ern 
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11. Разбиения спектра элемента алгебры 


Замечание 1. Пусть А — банахова алгебра с единицей, 
хеЕАи K=Spx. Пусть © — множество частей К, которые 
являются одновременно открытыми и замкнутыми в К. Для 
каждой части HEC существует и притом единственный 
элемент [не O(K), равный 1 в окрестности Н и 0 в окрест- 
ности К == H. Положим |н==[н(х). Тогда jy является идем- 
‚ потентом в A, который называют ассоциированным с хи Η; 
при этом справедливы соотношения 


(17) lan ler lee (Н, Н’ =®), 
(18) Java bat la Sale (H, Η’ = 6), 
Е: 0, el. 


Ясно, что если j— идемпотент алгебры A, то [А] есть 
подмножество всех элементов x = A, таких, что Xj = jx =X; 
OHO является, следовательно, банаховой подалгеброй в А 
с единицей 1. В частности, если Н = ©, то через Αμ обозна- 
чается банахова алгебра |„А]н с единицей |н. Пусть В — на- 
полненная замкнутая подалгебра в A, порожденная элемен- 
том x. Она коммутативна; если представление вида К = 
—=H,UH.U ... UH, является разбиением К на элементы из 6, 
то равенство Le; -Ἐ---. Tin, является разложением еди- 


ницы на сумму попарно ортогональных идемпотентов в В, 
и Поэтому алгебра В канонически отождествляется с произ- 
ведением Вх“... ЖА, 

1 п 


Замечание 2. Для HEE положим хн = Xin =f yx By 
Имеем хн = gn(x), где gy — элемент из O(K), определенный 
‘соотношениями 2 H(2) = г в окрестности Н и g,(z) = 0 в окрест- 
HOCTH К = Н (в самом деле, gy (2) = (2) г). Таким образом, 
если HK, το 


(20) Зрахн = HU {0}. 


Если K=A,UH,U...UH, — разбиение множества К Ha эле- 
‚менты из ©, то 


(21) k= хи, + Xy + ce $x, 
(22) ky ky = 0, ἐπε]. 


Замечание 3. Пусть по-прежнему HCSuASCCmH. 


Пусть Ay, — элемент из О(К), равный (А, — 2) в окрест- 
ности H и 0 в окрестности К == H. Тогда (Aly — gy) Ён, „= [ῃ; 


11 2 Голоморфное функциональное исчисление . 63 


ο μακό ατὀλόησ: если положить Ry(A, х) = Ay, (x) € By, το 

(23) Ry (А, x) (Мн — χη) = (Мн — XH) Кн (A, х) = jp 

(24) R, (A, jan я) = 0. 
Предположим, что для AGH элемент \]н—хн имеет 

обратный y в алгебре Ан; тогда элемент À — xX обратим в А 


и его обратный равен y+ Акьн(^, x); но это абсурдно, 
_ стало быть, AS Зрд„хн. Отсюда и из (23) следует, что 


(25) Зрлихн = Н 
и, значит, имеет место соотношение 
(26) Н = © = ]н = 0. 


Формула (23) показывает, что функция λι-» В; (А, x), 
определенная в СН, является резольвентой элемента хн 
относительно Ан. Если 


K=H,U eee UA, 
— разбиение К на элементы из ©, то 


(27) К (hy x)= Ry (Ay ) + ... + Кь, (Ay д). 


В частности, если Н == 6, то функция А => R(A, x) в окрест- 
ности Н представляется в виде суммы Кн (А, x) и некоторой 
голоморфной функции. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 15. Пусть и — изолированная точка 8 Sp x. 
Гогда | 


(i) ox R (A, x) je Rw (A, x) Ἔ Rsp x = {u} (A, it}. 


(ii) Функция Mi Rep, x œ{u} (A, X) голоморфна в окрестности 
точки и; функция hr Κω (A, x) голоморфна в C = {u}. 

(iii) Величина |(x —u)" ] w |" стремится к 0, когда n— со, 
и для каждого K&S с uneer место равенство 


(28) Rw x)= Σα =) в) 


Утверждения (1) и (ii) немедленно следуют из предыду- 
щего. Докажем (iii), Заменяя x на х— u, мы сводим это 
‘утверждениек случаю, когда и = 0. Положим À == {0} <= Sp, x. 
“Тогда спектром элемента Χμ в Ан является {0} и, значит, 


элемент хн квазинильпотентен, т. €. Пар" дну 
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стремится к 0. Кроме того, в Ан для каждого А ==0 имеет 
место равенство 


(Мн—хн) = QA xe 
---0 
($ 2, n°5, формула (7)), из которого следует равенство (28). 


Следствие. Пусть 1 — изолированная точка в Зрах u 
p>0 — целое число. Для того чтобы точка μ. была полюсом 
порядка р резольвенты элемента х, необходимо и доста- 


точно, чтобы (x — и) fey Æ 0, (x — uw) ju = 0. 


Пример. Пусть Е — комплексное банахово пространство, 
_х — его непрерывный эндоморфизм. Рассмотрим спектр Spx 
элемента X -относительно банаховой алгебры с единицей 
А= (Е). Пусть Н — часть Spx одновременно открытая и 
замкнутая в Spx. Идемпотент jy, ассоциированный с Ни 
являющийся проектором на замкнутое векторное подпростран- 
ство Ен в Е, называют ассоциированным с x u H. Пусть 


Ен — ядро этого проектора. Тогда Е представляется в виде 


es © / 
топологической прямой суммы подпространств Ен и Ex, Ko- 
торые инвариантны относительно эндоморфизма X, коммути- 
рующего с jy. Алгебра Ан в данном случае является алгеброй 


всех эндоморфизмов £, обращающихся в нуль на Ен, OT- 
носительно которых инвариантно Ey. Пусть и — некоторый 
непрерывный эндоморфизм E, относительно которого инва- 
риантны Ени Ен: для того чтобы элемент и| Ен был or des 
‘необходимо и достаточно, чтобы и], был обратим в Αμ, 


аналогичное утверждение справедливо для u| Ен. еда H 
из (25) следует, что Зр(х| Ен) =Ни Sp («| Ен) = Spx—H. 

Если Н сводится к изолированной точке u из $рх, то 
‘спектром элемента х|Ещ} является Sp x == {и} и, в частности, 


’ , -ᾱ Ε 
(x — u)|Eyy — автоморфизм Εμ. С другой стороны, элемент 
(x —и)|Ещ квазинильпотентен. Для того чтобы точка μ 
была полюсом порядка р>0 резольвенты элемента X, не- 


обходимо и достаточно, чтобы (x—u) || E20, (х— в)? | Eiy—0. 


В этом случае Е; = Кег (x — u)” и Eu = Im(x — u)”. 
Мы можем резюмировать некоторые из приведенных 
здесь результатов следующим образом. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 16. Пусть Е — комплексное банахово прост- 
ранство, x —его непрерывный эндоморфизм, U — изолирован- 
ная точка Spx, К — дополнение к {и} в Spx. 


r 
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(i) Пусть Г — ориентированный край открытого круга A 
с центром в точке u, Е что КП (ГОА) = @. Тогда 


= Тя. dz 


является идемпотентом, зависящим только OT X и и. 


(ii) Подпространства Е’ = т] и Е” =Кег] инвариантны 
относительно X, (x — в) Е” — квазинильпотентный элемент, 
(x — u)|E” — автоморфизм Е”. 

(iii) Для того чтобы точка u была полюсом порядка р>0 
резольвенты элемента х, необходимо и достаточно, чтобы 


«WIE 520, (x — в)? | Е’ =0. 


$ 5. Регулярные коммутативные ‘банаховы алгебры 
1. Определение и простейшие свойства 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. 19ст6 A— коммутативная банахова 
алгебра. Следующие условия эквивалентны: 

_ (1) Слабая топология u топология Джекобсона на Х(А) 
совпадают. 

(11) Для каждого характера хех (А) и каждой слабо 
замкнутой части F в X(A), для которой yAF, существует 
элемент XE À, такой, что Yx равно 1 в точке y и 0 на F. 
_ (iii) Для каждого компакта К в слабой топологии и ка- 
ждой слабо замкнутой части Ев X(A), такой, что KV F=Q, 
существует элемент x = A, для которого 9х равно 1 на К u 
0 на ΓΕ. 


Пусть ΛΣ Χ(Α). Замкнутость части М в топологии 
Джекобсона означает, что для каждого характера Y=X (A)—M 
существует элемент хе A, такой, что Ях обращается в нуль 
на М, но отлично от нуля в точке χ. Поэтому (i) & (ii). 
Ясно, что OA Наконец, (i) (iii) в силу следствия 
предложения 14, $ 4 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Ayers ‚ А— коммутативная банахова 
алгебра. Она называется регулярной, если для Hee выпол- 
няются эквивалентные условия предложения le 


Замечание. Пусть A — банахова алгебра, полученная 
из А присоединением единицы, Как показывает условие (ii) 


предложения 1, регулярность’ алгебры А влечет за собой 
регулярность А. Предположим, что А регулярна, и покажем, 


что тогда и А регулярна. Пусть F и ЕЁ” — пересекающиеся 
слабо замкнутые (следовательно, компактные в слабой то- 


пологии) части X (A); построим элемент. хеЕАЛД, такой, что 


3 Зак. 1236 
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Gx—0 на F, Gx=1 на F’. Пусть % € X (А) — характер, 
обращающийся в нуль Ha À. Если %&F’, то, в силу усло- 
вия (iii) предложения |, существует элемент хе A, такой, 
что. х=0 πὰ Р, 9х = 1 на Ε’. Если χο & F, то, аналогично, 
существует элемент y = A, такой, что Yy=0 Ha F’, Gy=1 


на F; поэтому мы можем положить х =е— уе À. 


Примеры. Рассмотрим примеры $ 2, n°2. В примерах 1 
(алгебра непрерывных функций на локально компактном 
пространстве ©, стремящихся к 0 на бесконечности) и 2 
(алгебра n раз дифференцируемых функций на (0, 1)) A— 
регулярная алгебра (см. $ 3, n° 3, примеры). To же самое 
будет доказано (гл. П, $ 3, предложение 1) и для при- 
мера 4 (алгебра L'(Z)). В примере 5 (алгебра функций, не- 
прерывных в круге |2|<1 и аналитических в открытом 
круге) А не является регулярной ($ 7, упр. 6). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть А -— регулярная коммутативная 
банахова алгебра с единицей. Пусть (U,, ..., U,) — Kakoe- 
нибудь открытое покрытие пространства Х(А). Тогда суще- 
ствуют элементы ΧΙ, ...ν Xn = À, такие, что их сумма равна | 
ВОК с О; die taal, ай 

Доказательство проведем по индукции. При ий =| пред- 
ложение очевидно. Предположим, что оно справедливо для 
n—l. 

Существует открытое покрытие (V1, ..., V,) пространства 
Х (А), такое, что У; < И; для каждого i. Согласно предпо- 
ложению индукции, существует последовательность элемен- 
TOB X, Хз, Хр ur Xn GA, таких, что хх... +X, = 1, 
зирр (Gx) = V,UV:, supp (9х) < И, для всех i>2. Положим 
К = зирр (9х). Пусть Κι (соответственно К.) — множество 
элементов из К, не принадлежащих И’ (соответственно V,). 
Тогда Κι и К. — непересекающиеся компакты в К. Стало 
быть, существует элемент уе À, такой, что Gy=1 на Κι, 
Sy = 0 на Ky. Но тогда Я (ху) обращается в нуль на Х (А) ==К 
и на Ko, следовательно, зиррЯ (ху) = У. < Us; аналогично, 
Φ (х (1 — y)) равно нулю на Х (4) =К и Ha Κι, следовательно, 


supp Я (х (1 — и) CV, CU. 


Поэтому можно положить x,=x(l—y), х›=ху, и тогда 
последовательность X, Хо, Хз, ces Xn будет обладать Tpe- 
буемыми свойствами. 


ΟΠΕΠΟΤΒΜΕ 1. Пусть А — регулярная коммутативная 6ana- 
хова алгебра с единицей, % — идеал в А, f: Х(А) >С — ne- 
прерывная функция. Предположим, что для каждого x = X(A) 
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существует элемент у, =‘, такой, что res GY, в окрестности Y. 
Тогда существует элемент уе, такой, что Gy =] на Х(А). 
Так как Х(А)— компакт, то для него существуют 


конечное открытое покрытие (U,,..., U,) и элементы 
и, se. Un SS, такие, что [=%y, на U;. Существуют (пред- 
ложение 2) элементы χι, ..., X, À, такие, что их сумма 


равна | и supp(#x;) = И; для каждого i. Пусть 


у=хш + ... Ех ES 
Пусть, далее, y= X(A) и Л — множество тех [= {1,..., п}, 
для которых 4 E V;. Если [Е Л, то Gy; (y) =/ (x); если i E A, 
то Sx;(x)—0, следовательно, 


Gy (x) = > GXi (x) Зи; (x) =F (x) 2 GX; (x) = 
ieA ieA 


=f (χ) Σ Gx; (x) =F (0). 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть А — регулярная коммутативная бана- 
хова алгебра, “— идеал в А; f: X’(A)>C — непрерывная 
функция. Предположим ито для каждого x= X’(À) сущест- 
вует элемент у, = ἃ, такой, что = У. Гогда существует 


элемент Y SX, такой, что f=Fy на X (А). 


Пусть А — банахова алгебра, полученная из А присоеди- 
нением единицы. Тогда А регулярна (замечание) и κ (A)= 


—X (À); таким образом, достаточно применить к А и Ÿ след- 
ствие | предложения 2. 


Если % — идеал коммутативной банаховой алгебры, то 
мы обозначим через # (δ) множество всех характеров хеЕХ (A), 
ядро которых N %. Другими словами, h(S) — это мно- 
жество точек χ ΕΞ Х (A), где обращаются в нуль все функции 
Gx для хе; #(3) — часть в X(A), замкнутая в топологии 
Джекобсона. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть А — регулярная коммутативная 
банахова алгебра, % — идеал в А, К — некоторая часть X(A), 
компактная и не пересекающаяся с й (5). Тогда существует 
элемент ие“, такой, что Gu=1 на К. 

Это утверждение является частным случаем предложе- 
ния 14, $ 4. 


2. Гармонический синтез 


Пусть А — коммутативная банахова алгебра. Если М — не- 
которая часть в Х (А), то мы обозначим через f(M) пересе- 
чение ядер характеров из М. | 


3* 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть А — регулярная коммутативная 
банахова алгебра без радикала. Пусть Е — замкнутая часть 
в Х(А). Множество идеалов % в А, таких, что h(S)=F, co- 
держит максимальный элемент, а именно f (F), и минимале- 
ный элемент, а именно множество % элементов XGA, для 
которых носитель функции GX компактен и не пересекается 
ег. 

_ Утверждение, касающееся максимального элемента, оче- 
видно. Ясно, что % — идеал в Аи что A(S)DF. Если 
ХЕХ (4) =Р, то существует компактная окрестность И 
_ точки χ, He пересекающаяся с F. Пусть, далее, элемент 
хе À таков, что Ях равна | в точке χ и 0 вне И; тогда 
х = %, следовательно, χ ЕЙ (3) и, значит, AS) = Е. Наконец, 
предположим, что ἃ = идеал в A, такой, что AÖ)=F, и 
покажем, что % > %. Пусть С — компактная часть Х (4), не 
пересекающаяся с F, их— элемент из A, такой, что supp Ях CC. 
В силу предложения 3, существует элемент UGS, такой, 
что Gu=1 на С. Тогда Gx = (их) и, поскольку А — алгебра 
без радикала, х=их и, значит, хех. Таким образом, 


oS; 


СлеЕдствиЕ 1. Пусть А — регулярная коммутативная ба- 
нахова алгебра без радикала, À — множество тех x = A, для 
которых SX имеет компактный носитель. Предположим, что 


Ÿ — A. Гогда каждый замкнутый идеал в А, отличный от А, 
содержится в некотором регулярном максимальном идеале. 


Пусть Ÿ — замкнутый идеал в А, который не содержится 


ни в одном регулярном максимальном идеале. Тогда ἦι (%) == ©, 
© 


следовательно, SON (предложение 4), откуда “> Ÿ = À. 

ΟΠΕΠΟΤΒΜΕ 2. Пусть А — регулярная коммутативная бана- 
хова алгебра без радикала. Пусть x, yS A. Если носитель Gx 
компактен и содержится в множестве тех точек, где 9у N, 
ΤΟ элемент X кратен y 8 A. 


Пусть %= Ау. Тогда hA(%) есть множество F нулей Gy. 
Так Kak носитель 9х компактен и не пересекается с F, то 
хе“ (предложение 4). 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть А— коммутативная банахова 
алгебра. Говорят, что А удовлетворяет условию Диткина, 
если для каждого χ = Χ’ (А) и каждого x & А, такого, что 9х 
обращается в нуль в точке X, существует последовательность 


(Xi, Χο, ...) 8 A, такая, что x= lim (x,x) и каждая функ- 
n> © 
ция 9’х, обращается в нуль в некоторой окрестности V, 


TOUKU χ. 
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С другой стороны, пусть А — коммутативная банахова 
алгебра, Ÿ — идеал в А, seAuyxyeX’(A) Говорят, что x 
принадлежит идеалу ἡ в окрестности точки χ, если сущест- 
вует элемент {ΕΞ Ÿ, такой, что 9’у ==9’х в некоторой окре- 
CTHOCTH точки χ. Ä 


Замечание. Пусть А—коммутативная банахова алгебра, 
% — идеал в А, х— элемент в X(A), такой, что Хей (5); 
тогда любой элемент хе À принадлежит Ÿ в окрестности 
точки χ. Действительно, согласно определению |, существует 
элемент 2€ A, такой, что Y’z=1 в окрестности точки хи 
Gz=0 в окрестности й(%); значит, ZEN (предложение 4), 
и, следовательно, xz@S и Я’ (х2) =9’х в окрестности 
точки X. ie 


ЛЕММА |. Пусть А — регулярная коммутативная банахова 
алгебра без радикала, удовлетворяющая условию Диткина. 
Пусть $ — замкнутый идеал в À, X — некоторый элемент из 
f(h(S)). Пусть, далее, G — множество точек хе X’ (A), таких, 
что x принадлежит Ÿ в окрестности точки 4. Тогда X’ (А) = @ — 
совершенное множество (т. е. замкнуто и не имеет изолиро- 
ванных точек), 


Ясно, что @ — открытое множество. Предположим, что 
Х^(А) = С содержит изолированную точку YX. Мы покажем, 
что это предположение приводит к противоречию. Так как χρ-- 
изолированная точка в X’(A)—G, то существует окрест- 
ность - U этой точки, такая, что И = {5х} = @. Если % 52 0, 
то существует элемент и & À, для которого 9’и = | в окре- 
стности точки Yo и 9’и=0 в окрестности X (A)=U, 

- Принимая во внимание замечание, мы видим, что их при- 
надлежит % в окрестности любой точки χ ~ Yo и не принад- 
лежит δ в окрестности точки Yo. Если χρ-ΞΞ0, то существует 
элемент ое À, такой, что 9’9 ==0 в окрестности точки Yo и 
9’ =1 в окрестности X’(A)—U. Снова принимая во BHH- 
мание замечание, мы видим, что х— ох принадлежит κ 
в окрестности любой точки χ ~ Yo и не принадлежит $ в окре- 
стности точки Yo. Итак, в каждом из рассмотренных случаев 
мы указали элемент уе A, принадлежащий Ÿ в окрестности 
любой точки X’(A)—{y.} и такой, что Yp(y)— 0. Так как A 
удовлетворяет условию Диткина, то существует последова- 
тельность (X,, Χο, ...) в А, такая, что X,Y стремится к у. при 
п-> 00 и каждая из функций Y’x, обращается в нуль в He- 
которой окрестности точки Yo Тогда x,y. принадлежит % 
в окрестности любой точки из Χ’ (Α) и потому x,y = (след- 
ствие. 2. предложения 2). В силу замкнутости δ имеем y & Ÿ. 
Но тогда у принадлежит  Β окрестности точки Yo и, значит, 
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= 


X = С вопреки предположению. Полученное противоречие и 
доказывает лемму. 


ПрЕдложЕНИЕ 5. Пусть А — регулярная коммутативная 
банахова алгебра без радикала, удовлетворяющая условию 
Диткина. Пусть 3 — замкнутый идеал алгебры A, такой, что 
граница й(%) не содержит непустых совершенных множеств. 
Тогда Ν совпадает с множеством тех элементов XGA, для 
которых функция 9x обращается в нуль на h(%). В част- 
ности, если h(Y) сводится к одной точке χ, то “= Кегу. 

Пусть хе (й (%)). Нужно доказать, что x = À. Так как 
%x=0 на h($), то множество G, введенное в рассмотрение 
в лемме 1, очевидно, содержит внутренность множества 
й (5) 0 {0}. В силу замечания, предшествующего лемме 1, G 
а hae также множество X (A) = й (%). Поэтому множество 
Х”(А) — G, являющееся совершенным (лемма 1), содержится 
в границе множества A(%)U {0}. Из нашего предположения 
относительно A(S) следует, что Χ’ (А) == G < {0}, и поскольку 
X’(A)— G совершенно, оно пусто. Значит, x ] % (следствие 2 
предложения 2). 


§ 6. Инволютивные нормированные алгебры 


1. Инволютивные алгебры 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Густь А — алгебра над С. Инволюцией 
в A называется отображение x+>x us À 6 À, такое, что 


(=x, (ху =, Ahr, (xy) = ух 


для любых x, уЕА и ^ЕС. Алгебра над полем С, снаб- 
женная инволюцией, называется инволютивной алгеброй. 


Обычно говорят, что элемент X" сопряжен с элементом X. 
Подмножество в A, инвариантное относительно инволюции, 
называют самосопряженным. 

Инволюция является, очевидно, изоморфизмом кольца А 
на противоположное кольцо AP. Если А содержит единицу е, 
то e"=e; алгебру (A, ὁ) называют инволютивной алгеброй 
с единицей. 


Примеры. 1) Пусть А — алгебра всех комплексных функ- 
ций на некотором множестве. Отображение fr>f является 
инволюцией в A. 
| 2) Пусть -H — комплексное гильбертово пространство и 
А = ?(Н). Отображение х->х” (Ton. вект. пр., гл. У, 2-е 
изд., $ 1) является инволюцией в А. 
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‚ 3) Пусть G— локально компактная группа. Известно 
(Интегр., гл. VIII, 8 3, предл. 2), что M'(G) является ба- 
наховой алгеброй, содержащей единичный элемент €. Ото- 
бражение x+->x7! из @ на G преобразует каждую меру 
ue M(G) в PEM (G) (Интегр., гл. УП, $ 1, n° 1). Обо- 
значим через μ᾽ меру, комплексно сопряженную к мере й. 
Отображение ц-> является изоморфизмом банаховой 
алгебры A'(G) на банахову алгебру M'(G°). Следовательно, 
отображение +>" является изометрической инволюцией 
в A'(G). Множество А ограниченных мер, абсолютно непре- 
рывных по мере Хаара, является замкнутой подалгеброй 
в A'(G), инвариантной относительно инволюции (Интегр., 
гл. VIII, $5, n° 5). Пусть В — левоинвариантная мера Xaapa 
на G. Снабдим L'(G, В) произведением (7, g)+>/ +8 g u инво- 


люцией fr>ft=f-A, где А — модуль (модулярная функ- 
ция) G и f(x)=/(x~') для всех хе С. Тогда отображение 


[-»[»β есть изоморфизм инволютивной алгебры L'(G, В) 
на A. Этот изоморфиз изометричен. 


Пусть А — инволютивная алгебра. Элемент х = А называют 
эрмитовым, если X =X", и нормальным, если хх” = x"x. (Эти 
определения являются обобщениями аналогичных опреде- 
лений, приведенных в Ave., гл. IX, 8 7, n° 3.) Каждый эрми- 
тов элемент является нормальным. Множество всех эрмито- 
вых элементов есть вещественное векторное подпространство 
в À. Если x u y — коммутирующие эрмитовы элементы, TO 
(xy) = ух” =ух==ху и, следовательно, ху — эрмитов эле- 
мент. Для каждого хе A элементы X°X и хх” эрмитовы. 

Каждый элемент x = À единственным образом представ- 


ляется в виде Xi + [х., где элементы X, и Χο эрмитовы. Дей- 
ствительно, если положить ж = (хх), Hy == (x — x"), 


ΤΟ X, Хо — эрмитовы элементы и х=х, + χο. Обратно, если 
X= Xi; + ix, где X, и Xo — эрмитовы элементы, TO х“ = x, — 


, | 4 1 
— iX и, следовательно, X = > (X + X"), XQ = ap DE x"). Таким 
образом, мы доказали существование и единственность эле- 
ментов X] H хо. Заметим, что 
| z | 
XX, Р-Я (XX, — X X), 
* . 
ren + [6252 ER) 
и, значит, элемент X нормален в том и только в TOM случае, 
когда X) и Χρ коммутируют. 


Предположим, что алгебра А содержит единицу. Для 
того чтобы элемент х = Абыл обратим, необходимо и доста- 
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val 
точно, чтобы элемент X" был обратим, и тогда (x) = (x). 
Поскольку (х— À)" = x" — À для всех A&C, отсюда следует, 


что Зрдх" == $рдх. Элемент x € À называют унитарным, если 
*— |] 


xx"=x"x==1, τ. е. если x обратим и x=x". 

Пусть À — инволютивная алгебра, À — алгебра, получен- 
ная из А присоединением единицы. На А существует и при- 
том единственная инволюция, являющаяся продолжением 
инволюции на А; эта инволюция определяется равенством 
(A, x) = (А, x") для ASC, «SA. Если x EA, To Зрах“ = 
a= S pax. 

Пусть Аи В — две инволютивные алгебры. Морфизмом 
алгебры А в В называется отображение φ: А-> В, такое, 
что | 


ek + у) =Ф(х) + (y), —$Ф(ху)=Ф(х)ф(У), 
ф (Ax) = А (x), p(x)—=p(x) 


для любых x, y= À и AGC. Назовем инволютивной под- 
алгеброй в А самосопряженную подалгебру в А. Центр 
алгебры А является инволютивной подалгеброй. Если А, — 
самосопряженный двусторонний идеал в А, то инволюция 
в А позволяет определить инволюцию в факторалгебре A/A,, 
и каноническое отображение А Ha А/А, является морфизмом. 

Радикал инволютивной алгебры А совпадает с радикалом 
противоположной алгебры и, следовательно, является само- 
сопряженным. 

Пусть А — инволютивная алгебра. Если М < А — самосо- 
пряженное подмножество, то его коммутант М” является 
инволютивной подалгеброй в А. Для хеА бикоммутант 
пары {x, x} является инволютивной подалгеброй, содержа- 
щей хи x’, и эта подалгебра коммутативна в TOM и только 
в том случае, когда элемент х нормален. 

Пусть A— инволютивная алгебра, В — ее максимальная 
коммутативная инволютивная подалгебра. Тогда В является 
максимальной коммутативной подалгеброй (и, значит, напол- 
ненной, если À — алгебра с единицей). В самом деле, если 
элемент хе À коммутирует с В, то χ᾽ также коммутирует 
с В; следовательно, если X представить в виде X, --- ἰΧο, 
где x; и Χο — эрмитовы элементы, TO Χι и Χο окажутся ком- 
мутирующими с В. Но тогда подалгебра в А, порожден- 
ная В и χι, одновременно коммутативна и инволютивна и, 
значит, совпадает с В, откуда следует, что x, € B; точно 
так же X ЕВ и, наконец, хе В. 

_ Пусть А— инволютивная алгебра. Если f— линейная 


форма на A, то функция x+->f(x') на А также является 
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линейной формой; эта форма обозначается f* и называется 
сопряженной с |. Имеют место равенства 


"=h (+M'=fF+f, ОБ’ =. 


Говорят, что форма | эрмитова, если f=f*. Любая ли- 
нейная форма на А единственным образом представляется 
в виде hy + ifs, где fi и Jo — эрмитовы формы. Для того 
чтобы ‘линейная форма j была эрмитовой, необходимо и 
достаточно, чтобы она была вещественной на множестве А, 
эрмитовых элементов алгебры A. Отображение. Г-Н А, 
является изоморфизмом вещественного векторного простран- 
ства эрмитовых форм на векторное пространство, двойствен- 
ное к вещественному векторному пространству A,. Если A 
коммутативна и %— характер A, то χ᾽ также является ха- 
рактером A и отображение 4->% есть гомеоморфизм X’(A) 
на X’(A). 


2. Инволютивные нормированные алгебры 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Инволютивной нормированной (соответ- 
ственно банаховой) алгеброй называют нормированную (соот- 
ветственно банахову) алгебру, снабженную инволюцией 
xx", такой, что || x" ||=||x|| для всех x. 


Примеры. 1) Пусть Т — локально компактное простран- 
ство, А — алгебра непрерывных комплексных функций на Г, 
стремящихся к Q на бесконечности, снабженная нормой 


ИЕ = зир|/ (4) | и инволюцией f->f. Тогда А — инволютивная 
teT 


банахова алгебра. 

2) Инволютивная алгебра непрерывных эндоморфизмов 
гильбертова пространства (n° 1, пример 2), снабженная 
обычной нормой, является инволютивной банаховой алгеб- 
рой. 

3) Инволютивная алгебра .#!(G) ограниченных мер Ha 
локально компактной группе (n° 1, пример 3), снабженная 
обычной нормой, является ИНВОЛЮТИВНОЙ банаховой алгеб- 
рой. 

Пусть А — инволютивная нормированная алгебра, А — нор- 
мированная алгебра, полученная из А присоединением еди- 
ницы. Если алгебру А снабдить инволюцией, как в n° 1, 
то A станет инволютивной нормированной алгеброй. 

Если А — инволютивная нормированная алгебра, то за- 
мыкание ее инволютивной подалгебры снова является инво- 
лютивной подалгеброй. Если MCA, то наименьшая инво- 


\ 
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‚ лютивная замкнутая подалгебра, содержащая М, называется 
инволютивной замкнутой подалгеброй, порожденной М; она 
совпадает с замыканием подалгебры, порожденной мно- 
жеством MUM". Если М сводится к одному нормальному 
элементу, то она коммутативна. Факторалгебра инволютив- 
ной нормированной алгебры по самосопряженному замкну- 
тому двустороннему идеалу, произведение конечного числа 
инволютивных нормированных алгебр, пополнение инволю- 
тивной нормированной алгебры и противоположная’ к ней 


алгебра являются инволютивными нормированными алгеб- 
рами с естественной инволюцией. 

Если А — инволютивная нормированная алгебра, af — не- 
прерывная линейная форма на А, то || || —||f |. Множество A, 
эрмитовых элементов из A является вещественным HOPMH- 
рованным векторным пространством. Пусть [ — линейная 
непрерывная эрмитова форма на А и g==/|A,. Тогда ||} |= 
==|| g |. Действительно, ясно, что ||} || >|| g |}; с другой стороны, 
для любого & >> 0 существует элемент х & A, такой, что || x |< 1 
и |f(x)|>Sll/ll—e. Заменяя x произведением х на скаляр, 
равный | по абсолютной величине, можно считать, что 
Г(х) > 0; тогда 


|8 (5 r++) |= 51) + UNIS в, 


| 1 + = 
и поскольку + (x + x") <1, мы имеем || g || >|} || — в, откуда, 


в силу произвольности #>0, вытекает наше утверждение. 
Эрмитовы непрерывные линейные формы на А можно, сле- 
довательно, отождествить с вещественными непрерывными 
линейными формами на Αρ. 


3, С"-алгебры 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. С”-алгеброй называется инволютивная 
банахова алгебра А, такая, что || x |P =|| xx || для всех xE A. 


Примеры 1 u 2 n° 2 являются примерами С“-алгебр (Ton. 
вект. пр., гл. V, 2-е изд., $ 1). Напротив, алгебра примера 3 
не является, вообще говоря, С*-алгеброй. 


Замечания. 1) Пусть А — банахова алгебра, снабжен- 
ная инволюцией, удовлетворяющей аксиоме 


(1) ll x IP <I] хх || 


Из (1) следует, что |xF<SIxllxl, откуда [хх и, 
заменяя x на х’, мы получаем, что | x||=|| x |. Следова- 
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тельно, (1) влечет за собой неравенство 
IX I x*x |] <I] ХР, 


и, стало быть, A есть С”-алгебра. 
2) Пусть А есть С”-алгебра. Тогда для каждого элемента 
x = À имеет место равенство 


[1х |= Sa I xx. 
ХЗ! 


В самом деле, ясно, что || x’ |< | влечет за собой || xx’ | < 
<|х1|. При доказательстве неравенства |х |< See. 2x” 7] 


можно считать, что || x || = 1. Тогда || x* || = 1 u || xx re. 
3) Пусть А есть C*-anre6pa с единицей. Имеем 


РР 


Следовательно, || 1] — 1 или 0. Если А=={0}, то |1|]=1, 
откуда для всех унитарных элементов и получаем |и|= 
- ваши = 1. 

_ 4) Пусть (Αι) — семейство С”-алгебр. Пусть А — множе- 
ство всех последовательностей (x;) = [|] A, таких, что 
зир;|х; |< + co. Если ввести на А операции 


(κ) + (и) = (+), (41) = (Ах), (6) (Yi) = (ху), (91 = (6) 


и норму ||(x,) |= зир;|х; |], то, как нетрудно убедиться, А 
станет С”-алгеброй. Она называется произведением С”-ал- 
гебр A;. 

5) Пусть А — инволютивная нормированная алгебра. Если 
| x ||? = || x°x|| для всех хе À, то пополнение А алгебры А 
есть С”-алгебра. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть A— инволютивная банахова 
алгебра, В есть C’-aneeöpa, л — некоторый морфизм инволю- 
тивной алгебры А в инволютивную алгебру В. Тогда для 
всех хе À справедливо неравенство || x(x) | Ξς || x ||. 

Заметим, что для каждого эрмитова элемента у в. В 


имеют место равенства || y? |= || y*y || || y |, откуда ly dé pe 
— || || и, следовательно, 
(2) o(y) --[υ |. 


Ранее было отмечено ($ 1, π’ 3), что для каждого элемента 
x=AÀ мы имеем $рьл (х) <= Sp’,x; стало быть, 


о (л (х) ) < р (x) KI 2 |ὶ 
и, значит, с учетом (2) 


[| a0. (x) |P =] (их) [== Ep (π(α᾽χ)) <I] "x || <I] x IP. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть А есть С“-алгебра, A — инволю- 
 тивная алгебра, полученная из А присоединением единицы. 
Тогда на алгебре А существует и притом единственная 
норма, которая является продолжением нормы на А и отно- 
сительно которой А становится С”-алгеброй. 

Единственность такой нормы вытекает из предложения 1. 
Если А содержит единичный элемент e, TO А представляется 
в виде произведения двусторонних самосопряженных идеалов 


Au C(é—e) (через δ обозначен единичный элемент из À). 
Достаточно положить для всех хеЕД и EC 


[| x + A(@ — e) |==зир (| |» 1^1); 


тогда, в силу замечания 4, алгебра А окажется C*-anre6pon. 
Предположим теперь, что алгебра А не содержит еди- 


ничного элемента. Для каждого элемента хе À положим 
|x |= ||L, |], где Г, — оператор умножения слева на х в ал- 
гебре А. Определенная так норма элемента х < À, в силу за- 
мечания 2, совпадает с исходной нормой на А. С другой сто- 


роны, £>||x || есть полунорма на Ди | xy I<Ix|-||y|. Эта 
полунорма фактически является нормой. Действительно, 
пусть x =AE— x (Л ЕЕ С, x’ Е A) — элемент из А, такой, что 
ху=0 для всех y & A; покажем, что тогда х=0. Если 
ай | м 
Л, == 0, то À x — левая единица в À; следовательно, A ge 
правая единица в А и, значит, A, вопреки предположению, 
содержит единичный элемент; стало быть, À =0, и тогда 
|| — x’ || ==0, т. е. х’=0Ои х=0. Тем самым доказано, что 
х->|]х| есть норма. Так как А — полная алгебра кораз- 


мерности | в А, то алгебра А также полна. Остается пока- 
зать (замечание |), что |2Р<|2”2|| для всех ze A; можно 
ограничиться случаем || 2] =1. Для каждого r<1 суще- 


ствует элемент y = A, такой, что |и|<Ти |г/Ё г; тогда, 
пользуясь ΤΕΜ, что zy = A, имеем 


122121 7" (22) y |= (29) (zy) [=] 29 À > 


откуда || 272 ||52 
_ Говорят, что не А, НР нормой, указанной 
в предложении 2, есть С*-алгебра, полученная из А присое- 


динением единицы. Заметим, что эта норма С”-алгебры на А 
не совпадает с рассмотренной в n° 2. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть А есть С”-алгебра. 
(i) Если h— эрмитов элемент в A, то Sp'h ER. 
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(ii) Если алгебра А содержит единицу и если и — унитар- 
ный элемент из А, то Spucu. 

В силу предложения 2, при доказательстве этих двух 
утверждений можно алгебру А считать алгеброй с единицей 
(если A > {0}). Имеем |и|=|и7'|==1 (замечание 3), следо- 
вательно, Spuc U ($ 2, следствие 3 теор. 1). С другой сто- 
роны, | 


Bande к Md rt 3 к А 
(exp (ih) =| Σ' -Ἔ-- | = ¥ CE = ехр(— in), 


---0 n=0 


и, стало быть, элемент exp (ih) — унитарный; следовательно, 
если 2@Sph, то ехр (12) = Ч и, таким образом, ZER. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть А есть C'-anee6pa, В — ее C*-noo- 
алгебра и хе В. Тогда 

(i) $рих == Sp;x. 

(11) Если А содержит единичный элемент, принадлежащий В, 
то В — наполненная подалгебра в А и Spax == Зрвьх. 

Присоединение единичного, элемента дает возможность 
из (11) вывести (1). Докажем (1). Если х — эрмитов элемент, 
то Sppx CR; следовательно, Зрвх = $рдх ($ 2, предл. 6). 
В общем случае, если элемент хе В обратим в А, TO xx" 
обратим в A и, стало быть, в силу сказанного, в В; значит, х 
обратим справа в В. Точно так же получается, что х обра- 
тим слева в В и, следовательно, х обратим в В. Поэтому 
В — наполненная подалгебра в А и, значит, Зрдх = Зрвх. 


4. Коммутативные С“-алгебры 


ТЕОРЕМА 1. Пусть A— коммутативная С*-алгебра, B — 
С*-алгебра непрерывных комплексных функций на Х (A), стре- 
мящихся к 0 на бесконечности. Тогда 
_ (i) каждый характер алгебры A эрмитов. 

(1) Преобразование Гельфанда является изоморфизмом 
С*-алгебры А na С”-алгебру В. 

Если элемент хе= А эрмитов, то Ях — вещественная функ- 


ция (предложение 3). Стало быть, Gx. =Ях для всех x «А, 
и утверждение (1) доказано. Так как функции Ях разделяют 
точки пространства Х (А) и для каждой точки в Х (А) суще- 
ствует функция Ях, не обращающаяся в нуль в этой точке, 
το 9(А) плотно в В (Общ. Ton., гл. X, 2-е изд., $ 4, след. 2 
предл. 7). Для завершения доказательства теоремы доста- 
точно показать, что 9 — изометрическое отображение. Ho 
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1Я9и|]=|у| для эрмитовых элементов у (формула (2)), OT- 


куда для всех x = À имеем - 
| xP =I] x*x I= (x*x) |= Gx - Gx l= Gx ll. 


Следствие. Пусть А есть С”-алгебра, x — нормальный 
элемент в А. Т огда |х || == (х). 

Так как X H x” порождают коммутативную С”-подалгебру 
в А, можно ограничиться случаем коммутативной алгебры А. 
Но тогда наше утверждение немедленно вытекает из тео- 
ремы 1. 


5. Функциональное исчисление 8 С`-алгебрах 


ПРЕдложЕНИЕ 5. Пусть А есть С”-алгебра с единицей, 
xe A— нормальный элемент, S=Sp,x, A’ есть С*-алгебра 
с единицей непрерывных комплексных функций на 5. Тогда 
существует и притом единственный морфизм алгебр с едини- 
цей ф инволютивной алгебры А’ в инволютивную алгебру А, 
такой, что ф(2) = x, где 2 — функция À X на $. Этот мор- 
физм изометричен. Его образ есть С”-подалгебра с единицей 
в А, порожденная элементом х и, стало быть, состоящая из 
нормальных элементов. 

Многочлены OT 2 и Z всюду плотны в A’, и любой мор- 
физм из А’в А непрерывен (предложение 1), откуда немед- 
ленно вытекает единственность морфизма φ. Пусть В есть 
С*-подалгебра с единицей в A, порожденная элементом X. 
Она коммутативна. Отображение yt-> (х) пространства X (В) 
на $рвх==о непрерывно и инъективно, так как два харак- 
тера алгебры В, совпадающие в точке х, совпадают всюду 
(теорема 1 (1)); это отображение порождает изоморфизм 
1: A’ > @(X(B)), который преобразует i 2 в функ- 
ЦИЮ Увх. Изоморфизм 


At % 


в суперпозиции с инъекцией B— А является искомым мор- 
физмом. 


gz! 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 4. Если x — нормальный элемент в А и 
[= ®’($рдх), то элемент Q(f), указанный в предложении 5, 
обозначается | (x). 

Имеют место равенства 


(3) (+ g)(x) =F (x) + g (5), 
(4) (fg) (x) =F (x) g (2), 
(5) f(x) =f (x), 

(6) FGF] 


wii) laid 
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для f, ge@(Spx). Если [— сужение на $ многочлена 


P(A, A), то f (x)= P(x, x") в обычном алгебраическом смысле, 
В соответствии с введенными выше обозначениями 


бра! (х) = Sp, (x)= Spy f=f(S), 
ИЛИ 
(7) Spa (7 (х)) =F (Spy x). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть A и В сить С“-алгебры с едини- 
цей, ф— морфизм us АвВ, x — нормальный элемент в A, 
такой, что ф(х) — нормальный элемент в В. Пусть, далее, 
T=€(Spıx). Тогда сужение функции] на Зрвф(^х) (по-преж- 
нему обозначаемое через |) удовлетворяет соотношению 


ф({(х)) =F (@(x)). 


Отображения [=> o(f (x) ) И => f(p (х)) являются мор- 
физмами алгебр с единицей из ® (Sp, x) в В, принимающими 
одинаковые значения на функциях | (A) — À и f(A) — À; стало 
‘быть, эти отображения совпадают всюду. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть А — коммутативная С*-алгебра с еди- 
ницей, x= A ufe@(Spx). Тогда 9 (| (χ)) =ро 9х. 


СлЕДСтТВИЕ 2. Пусть А есть C’-aneeöpa с единицей и хЕА, 
Пусть {Е®(5рх) и с=®($р([(х))) =® (f(Spx)). Тогда 


geofe@(Spx) и (gef)(x)=g(f(x)). 


Отображение gt (gof)(x) есть морфизм алгебр с еди- 
ницей из ® ($р (1 (х))) в A, который преобразует функцию 
At 2 8 f(x), В силу доказанной единственности (предло- 
жение 5), имеем (g0/) (x)= g(f(x)). 


TIPEMIOKEHHE 7. Пусть А есть C*-aneeöpa с единицей, 
хеЕ А — нормальный элемент и {О (Sp x). Приведенное выше 
определение функции f(x) и то, которое рассматривалось 
в $ 4, n°8 (определение 1), эквивалентны. 


Возьмем функцию (X) в смысле определения 4. Отобра- 
жение ᾖ[--»[ (κ), суженное Ha О (Sp х), является непрерыв- 
ным морфизмом алгебр с единицей из О (Sp x) в A, который 
преобразует функцию At+>A вх и, стало быть, является 
морфизмом, указанным в $4, теор. 3. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть А есть C’-aneeöpa, x = А — нормале- 
ный элемент, $ =5р’х, А’ есть С“-алгебра непрерывных 
функций на $, обращающихся в нуль в точке 0. Тогда су- 
ществует и притом единственный морфизм ф инволютивной 
алгебры А’ на инволютивную алгебру A, такой, что ф (г) =x, 
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Этот морфизм изометричен. Его образ есть C'-no0aneeüpa 
алгебры А, порожденная элементом. х, и, следовательно, со- 
стоит из нормальных элементов. 


_Единственность морфизма ф немедленно следует из того, 
что многочлены от 2 и 2, обращающиеся в нуль в точке 
2==0, всюду плотны в A’. Существование вытекает из пред- 
ложения 5 после присоединения к алгебре А единичного 
элемента (предложение 2). 

Если [= A’, то образ { под действием морфизма ф 060- 
значается [(x). 


Замечание. Все результаты этого пункта без труда 
распространяются mutatis mutandis на морфизмы а 
жения 8. 


Пусть х— эрмитов элемент С“”-алгебры A. Его спектр 
веществен. Рассмотрим следующие непрерывные функции 
вещественной переменной: 


tr—>f, (6) = sup (6 0), tt [5 (t) = sup (—Ь 0), => f; (t) =|Е|. 


Положим χτ--- f, (x), κ" = (x); IX] — abs (x) = f(x). Tak как 
функции y, fo, la вещественны, TO xt, x” H | x|— эрмитовы 
элементы С”-подалгебры алгебры A, порожденной элемен- 
том x. Поскольку функции |, неотрицательны, имеем 


(8) Sp’ (x*) = В., $р’(х) = В+, 5ρ’(|χ} ς᾽. Κ.. 
Из равенств д (0) --]ο(ϑ--!, ПО-+ЬО=рЬО, ПОБО=0 


получаем 

(9) Kart ey, Ile, ESEL EN. 
Норма элемента |x| равна норме элемента X, а нормы эле- 
ментов xt и X” мажорируются нормой элемента х. 


Предположим, что Sp’xCR,. Пусть aeRy и δ — су- 
жение Ha Sp’x функции fr Е. Положим g(x) = x% Таким 
образом, X® — эрмитов элемент С”-подалгебры алгебры A, 
порожденной элементом х. Имеем Sp’x*=R,. Для любых. 


a, BER, немедленно получаются равенства 
(10) RID -- STD. (OP ==. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть x — эрмитов элемент алгебры À, 
такой, что Sp’x CR,. Пусть a= R_‘,. Тогда x! — единствен-. 
ный эрмитов τω... ув À, такой, что SpycR, uy = 

Уже известно, что Sp’ (ανα) CR, и что (χύα)α --- x. τ, 
‘ÿ — какой-нибудь эрмитов элемент из A, для которого 
Sp’y CR, и y*=x.: Покажем, что у==хИ. Рассматривая 
С"-подалгебру в A, порожденную элементом y. (С"-подал- 
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гебру, которая содержит элемент X и, следовательно, эле- 
мент χα), мы можем ограничиться тем случаем, когда 
алгебра А коммутативна. Но тогда наше утверждение не- 
медленно вытекает из теоремы 1. 


6. С"-алгебра, обертывающая инволютивную банахову алгебру 


ЛЕММА 1. Пусть А — инволютивная алгебра над полем С 
и р— некоторая полунорма на А. Следующие условия экви- 
валентны: 

(i) Для любых x, y = À имеют место соотношения 


p(xy)<p(x) p(y), p(x*)=p(x) и p(x)? =p(x*x). 


(ii) Множество δὲ элементов x, таких, что р(х)=0, 
является самосопряженным двусторонним идеалом в А, u 
норма, индуцированная полунормой р в факторалгебре А/Ж, 
превращает последнюю в инволютивную нормированную 
алгебру, пополнение которой есть С“-алгебра. 

(iii) Существует морфизм φ инволютивной алгебры. А 
в некоторую C'-anee6py, такой, что р(х)=|ф(х)|. 


Легко видеть, что (i) => (ii) = (Ш) = (i). 


Полунорму, удовлетворяющую условиям леммы, мы бу- 

дем называть С“-полунормой на инволютивной алгебре А. 

Предположим теперь, что А — инволютивная банахова 

алгебра и $ — множество всех С*-полунорм на A. Для всех 

x= An ре5 имеет место неравенство p(x) <|| x || (предло- 

жение 1). Функция Е SUD p(x) есть С*-полунорма 
pe 


Ha A, которая является, очевидно, самой сильной С”-полу- 
нормой. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Пусть NR — множество всех элементов 
x E À, таких, что || x ||, = 0; C’-aneeöpa, являющаяся пополне- 
нием факторалгебры A/R по норме, индуцированной полу- 
нормой х->|х|,, называется С“-алгеброй, обертывающей 
инволютивную НЯ алгебру А, и обозначается Stell (A) 
или St(A). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть A— инволютивная банахова 
алгебра, j — канонический морфизм из A в St(A). Тогда для 
каждого морфизма ф инволютивной алгебры А в С’-алгебру В 
существует и притом единственный морфизм ф’ из С"-алгебры 
St(A) в C*-aneeöpy В, такой, что ф==Ф’ о]. 

Действительно, функция xX >|| M(x) || есть С*-полунорма 
на А. Следовательно, || p(x) |<|х|, для всех хе A. Данный 
‘морфизм определяет после перехода к факторалгебре непре- 
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рывный морфизм из A/R в В, который продолжается по 
непрерывности в St(A). Единственность ф’ очевидна. 


Ясно, что если алгебра А коммутативна (соответственно 
содержит единичный элемент), то алгебра St(A) также ком- 
мутативна (соответственно содержит единичный элемент). 


СлеЕдствиЕ. Пусть А — коммиутативная инволютивная ба- 
нахова алгебра, j — канонический морфизм из А в St(A). 
Тогда отображение X(j) является гомеоморфизмом прост- 
ранства X(St(A)) на подпространство H в X (А), состоящее из 
эрмитовых характеров. 


Действительно, эрмитов характер есть не что иное, как 
морфизм инволютивных алгебр со значениями в С*-алгебре С. 
Поэтому из предложения 10 следует, что X(j) есть биекция 
пространства X(St(A)) на Н. Более того, в пространстве 
X(St(A)) топологии простой сходимости на |(А) ина St(A) 
совпадают, так как j(A) плотно в St(A) и пространство 
X (St(A)) равностепенно непрерывно. Следовательно, Х (7) — 
гомеоморфизм. 


Поскольку Х (7) — гомеоморфизм, мы можем отождествить 
пространства X(St(A)) и Н. Тогда если хе À, то функция 
ЯзкА) (1 (х)) есть сужение на Н функции 9 (x). 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 11. Пусть А — инволютивная банахова ал- 
гебра, Ж— ее радикал. Если x =, то его канонический 
образ j(x) в St(A) есть нуль. 


Действительно, так как KEN, το Spa(x"x) = {0} ($ 1, 
n° 3, замечание 3); следовательно, Spi (ду (f(x) 7 (х) ) == {0} и 


значит, ||71(х)" 1 (x) |==0 (n° 3, формула (2)), откуда j (x) ==0. 


7. C'-anee6pa локально компактной группы 


Пусть С — локально компактная группа. Пусть А — инво- 
 лютивная банахова алгебра ограниченных мер на С, абсо- 
лютно непрерывных по Mepe Хаара. С”-алгебру, обертываю- 
щую инволютивную банахову алгебру A, называют С“-ал- 
геброй группы С и обозначают Stell(G) или St(G). Если 
выбирается левая мера Хаара на G, то А канонически отож- 
дествляется с L'(G), и можно определить St(G) как 
С*-алгебру, обертывающую инволютивную банахову алгебру 
L'(G). 

Выберем некоторую левую меру Хаара на С. Известно 
(Интегр., гл. VIII, 8 4, предл. 6), что если ие M'(G) u 
feEeLl?(G), то и [+ е [7((). Если y(u) обозначает эндо- 
морфизм [-»με[ пространства L?(G), то, как известно, у 
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является представлением банаховой алгебры /Л'(С) в бана- 
хову алгебру B—Z(1?(G)) непрерывных эндоморфизмов 
пространства L?(G) (Интегр., ra. VIII, $ 4, след. предл. 6). 
С другой стороны, известно, что \(й) — сопряженное отоб- 
ражение к эндоморфизму Y(u) (Интегр., гл. VIII, $ 4, n° 3). 
Легко видеть, что отображение γ(μ᾽) является сопряженным 
к отображению Yu) и что у есть морфизм инволютивной 
алгебры M!(G) в C'-anre6py В, называемый левым регуляр- 
ным представлением алгебры „И!(С) в пространстве L?(G). 
Согласно Интегр., гл. VIII, $ 4, n°7, предл. 19, это пред- 
ставление UHGEKTUBHO. 
_ Сужение на [1 (С) представления \ определяет инъектив- 
ный морфизм инволютивной алгебры L'(G) в алгебру В (на- 
зываемый левым регулярным представлением L'(G) в L*(G)), 
и, значит, существует морфизм \’: St(G)— В, такой, что 
—y’oj, где через j обозначено каноническое отображение 
[Л (С) в St(G). Говорят, что y’ есть левое регулярное пред- 
ставление алгебры St(G) в [2 (С) (это представление, вообще 
говоря, не инъективно). Допуская вольность в обозначениях, 
можно написать равенство | 


(11) _ px] = Y’ (9) (ἢ 
для [Е L?(G) u фе St(G). Имеем 
(12) ИЛЬ ФИИЬ. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Каноническое отображение алгебры [1 (С) 
в St(G) инъективно. 


Так как отображение \ инъективно, то это немедленно 
вытекает из равенства у =\’ οφ. 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ. Алгебра L'(G) является алгеброй без радикала. 
Это вытекает из предложений ll и 12. 


Итак, можно отождествить L!(G) с плотной инволютив- 
ной подалгеброй в St(G). Тогда каноническая инъекция 
алгебры L!(G) в St(G) непрерывна. 

Предположим теперь, что группа @ унимодулярна. Тогда 
можно повторить все предыдущие рассуждения, взяв в ка- 
честве исходного отображение (|, u)-—>/*Uu=dlu)(f) из 
2 (С) Ж A'(G) в L?(G). Точно так же, как и раньше, опре- 
деляется fxg для TEel?(G) и фе St(G). Но теперь для 
fe L?’(G) и ф, фе St(G) имеет место равенство 

(13) (+++ (f + 4). 
В самом деле, эта формула справедлива для p, de L'(G); 
отображения (p, ф) => (ф*Р*ф, (Φ, ф)->ф*(Г=ф) являются 
чт Sa билинейными м ИЗ St (G)X St(G) 
BL ne | 


\ 
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8. Положительные эндоморфизмы гильбертовых пространств 


Пусть Е — комплексное гильбертово пространство и 
хе “(Е). Напомним (Ton. вект. пр., гл. V, 2-е изд., $ 1), 
что элемент X называется положительным, если (xE|E) > 0 
для всех EEE; в таком случае мы будем писать X >. 
Положительные элементы пространства YL (Ε) эрмитовы 
(см. там же). 

С другой стороны, под спектром элемента из простран- 
ства Z(E) мы всегда будем понимать его спектр OTHOCH- 
тельно алгебры с единицей Z(E). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. αεί хе (Е). Следующие условия 
эквивалентны: | 

(i) x — положительный элемент; 

(ii) x — эрмитов и SPXCR,; 

(iii) существует эрмитов элемент у из P(E), такой, что 
= 

(iv) существует непрерывное линейное отображение г из Е 
в некоторое гильбертово пространство, такое, что X=22, 

(i) = (ii): предположим, что х>0. Так как элемент X при 
этом эрмитов, TO SpxCR. Покажем, что ЗрхеЕВ,, τ. е. 
что элемент Ах обратим для всех A>O. Если EGE 
и |EÏ—1, то 


(А + x) 5122 (А - x) E18) 52 λ.(8|6) =A 


Это неравенство доказывает, что отображение À + x из Е 
на Im(A + x) биективно и взаимно непрерывно, т. 6. что 
пространство Im(A + x) полно и, значит, замкнуто. С другой 
стороны, Ker(A + x) = Ker(a-+ x)—0 и, следовательно, 
Im(A-+- x) плотно в Ε (Ton. вект. по., гл. V, 2-е изд., 8 1). 
Поэтому элемент À + x обратим в Z(E). 

(ii) = (iii): если элемент X эрмитов и Spx CR,, то можно 
образовать элемент y=x'2, и тогда x=—y’. 

(iii) (iv): очевидно. 

(iv) = (i): если x=z"z, To для всех EGE имеет место 
неравенство 


(x& LE) = (224 |2) = (28 | 26) > 0 


СледствиЕ. Если положительные элементы X и  KOM- 
мутируют в Z(E), то xy). 


Действительно, x2 и и? тогда тоже коммутируюти, значит, 


xy = уху" = (x'2y'2)" (ху) = 0. 
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Напомним (Ton. вект. пр., гл. V, 2-е изд., $ 1), что для 
каждого эрмитова элемента x из L (EL) определяются сле- 
дующие числа: 

т(х)= ini (li, M(x)= sup (xEl}). 
EEE, [ξ[5Ξ1 £EE, [ξ[ΞΞ1 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Пусть x — эрмитов элемент простран- 
ства £(E). Тогда 

(i) m(x) и M(x) — соответственно точные нижняя и верх- 


HAA грани множества Sp (x). 
(ii) Если Е > {0}, то || x = sup (| m(x)|, | M(x) |). 


Пусть ЛЕВ. Для того чтобы число À располагалось 
левее множества Spx на В, необходимо и достаточно, чтобы 
Sp(x—A)CR,, т. е. чтобы XDA, иначе говоря, чтобы 
т(х) ελ; стало быть, т(х) — точная нижняя грань Sp(x). 

Точно так же можно показать, что M(x) — точная верхняя 
грань Sp(x). В силу (2), имеет место равенство p(x) =|| x ||; 
если E = {0}, то Sp(x) не пуст и p(x) = er ah Следова- 

Sop (x 


тельно, (ii) вытекает из (1). 


Пусть Е, Е — комплексные гильбертовы пространства и 
2 = (Е; F). Так как г"2 = Z(E) и 22:0, то можно обра- 
: e 
зовать элемент z*z)", который является положительным 
элементом из Z( 


1 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Элемент (г*2)" называется абсолютным 
значением 2 и обозначается |2| или abs (2). 


Если 2 = (Е) — нормальный элемент, то |2|={(2г), где 
через [ обозначено сужение на Spz функции 6 => |5 | (действи- 
тельно, 121 == (C0) для всех комплексных чисел &). В част- 
ности, для эрмитова элемента г определение 6 вполне согла- 
совано с определением п°5. 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΗΕ 15. Пусть г = LY(E; F), M— начальное под- 
пространство для г (т. е. (Топ. вект. пр., там же) ортогональ- 
ное дополнение к Ker z) и М — конечное подпространство для 2 
(т. е. Imz). Тогда 

(i) Ker (abs (z)) = Ker z, Im(abs(z))== М, || abs (2) ||--|| 2 |1 

(ii) Существует и притом единственное частично изометри- 
ческое отображение и из Е в F, такое, что Кеги = Кегг 
и z=u(abs(z2)). 

(111) Начальное подпространство для и совпадает с М, 
конечное — с N. 

(iv) Пусть 2, — положительный элемент из $ (Е), a u, — ча- 
стично изометрический элемент из L(E; Е), причем Ker (и!) == 
== Кег (21) и 2=u,2,; Тогда z, = аз (2) и u = и. 
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Для любого & = E имеет место равенство 


(14)  |25Р = (2'26 |8) = (abs (2)) 5 |5) =I (abs (z)) ξ р. 


Следовательно, Кег (2) = Кег (аз (2)) и || abs(z) ||=||z |. По- 
скольку элемент abs (2) эрмитов, подпространство Im (abs (2)) 
‚является ортогональным дополнением к подпространству 
Ker (abs(z)) (Топ. вект. пр., гл. V, 2-е изд., $ 1). Таким 
образом, (i) доказано. 

Из формулы (14) следует существование изометрического 
отображения Ὁ из Im|z| в Imz, такого, что 2& = (аз (2)) Е 
для любого EEE. Пусть и — однозначно определенный эле- 
мент пространства Z/(E; F), который является продолжением 
элемента Ὁ на все Е и аннулирует Кегг. Тогда и обладает 
перечисленными в (ii) свойствами. Единственность и не- 


медленно следует из того, что Е == Kerz@(Im abs(z)). 

Ясно, что М — начальное подпространство для и. Ero 
конечным подпространством является и (М) = и (Im abs (z)) = 
—imz-N. 

Пусть 2, и u, обладают свойствами (iv). Имеем. 


"> * а 
zz = 2 uu2; 


uu, — ортопроектор ядра Ker z (Ton. вект. np., гл. V, 2-е изд., 
$ 1) и, значит, образа Imz,. Поэтому 2°z=27, откуда 


1 - 
2, = (22)? (предложение 9). Но тогда u, совпадает с и 
на [т (аз (2)) и на Kerz; следовательно, и! =U. 
Пару (u, abs (z)) называют полярным разложением эле- 
мента 2. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 16. Пусть (и, ΠΝ разложение 
элемента г. T er 

(i) |2]=u" 

(ii) FREE 

(iii) полярным разложением элемента г” является пара 
ar? 

Tak Kak и’и — ортопроектор Е на [Ιπ||ἑ|, To и’г = 
— и". и|2|=|=|, откуда следует (i). Далее, 


== ам" == (или + |2) =. (и |2 м”). 


С другой стороны, u|M и и" | М — взаимно обратные изо- 
метрии М на N и N на М, поэтому ядром отображения 
и.|=2|.и’ является ортогональное дополнение к N, и. элемент 
. и’ положителен. Принимая во внимание предложе- 

ние 15 (iv), получаем, что (и’, и.|2|- и”) — полярное разло- 
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жение элемента 2”. Тем самым утверждения (ii) и (iii) 
доказаны. 


IlPEnNoXEHHE 17. Пусть (и, |2|) — полярное разложение 
элемента 2. Для того чтобы отображение г было биективным, 
необходимо и достаточно, чтобы элемент |2| был обратим 
в LE) и чтобы отображение и было изоморфизмом гиле- 
бертова пространства Е на гильбертово пространство F. 


Достаточность этого условия очевидна. С другой стороны, 
если отображение “= биективно, то элемент 22, а значит, 
1 
и (2*2)” обратим в (Е). Кроме того, Kerz=0 и Imz=F; 
стало быть, и — изометрическое отображение HPOCTPAH- 
ствя-Ё: на г. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 18. Пусть 2= P(E) и (u, |2|) — полярное 
разложение элемента 2. Следующие условия эквивалентны: 

(i) = — нормальный элемент; 

(ii) элементы u u |2| коммутируют; 

(iii) в алгебре LE) существует унитарный элемент Ὁ, 
коммутирующий с |2| и такой, что 2=v.|z|. 

(1) -» (ii): если элемент = нормальный, то |2” | == (22”)* = 
— (2°z) "a —=|2|; следовательно, принимая во внимание предло- 
жение 16 (ii), имеем 


ЕЮ м а let 


(ii) = (iii): еслии.|2|=|=2|: и, то отображение и оставляет 
инвариантными подпространства Кег|2| и [т|2|, ортого- 
нально дополняющие друг друга; пусть о — элемент из & (ЕЁ), 
совпадающий с и на Im|z| mu с тождественным отображе- 
нием на Кег|2|; тогда Ὁ — унитарный элемент, коммути- 
рующий с |2|, и з=о.|2|. 

(iii) = (i): при выполнении условий (iii) имеем 


22 a= oP: ol et. 08" | 2 Ff = 22: 


$ 7. Алгебры непрерывных функций на компактном 
пространстве 


1. Подалгебры в ® (2) (®—компактное пространство) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть ® — компактное пространство, 
В — подалгебра с единицей в € (Q). Предположим, что ал- 
гебра В снабжена нормой, относительно которой она является 
банаховой алгеброй, 

(i) При канонической инъекции подалгебры В в ®(9) 
нормы элементов из В могут лишь. уменьшаться. 
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(1) В — алгебра без радикала. 

(111) νο каждого t=Q пусть g(t) — характер Fez [(0 
sor aie . Тогда ф — непрерывное отображение компакта © 
в X(B). 

(iv) Если алгебра В разделяет точки компакта ©, то ото- 
бражение ф есть гомеоморфизм компакта Q на некоторую 
замкнутую часть в Х(В). 

(у) Если Х (B)=g(2), то В — наполненная подалгебра 
в ®(0). 

(vi) Если B—nanonnennas инволютивная подалгебра в ® (0), 
то Х (В) -- φ(Ω). 

(vii) Если В — наполненная подалгебра в @(Q) u суще- 
ствует элемент а = В, такой, что элементы вида | (a) ({— pa- 
циональная функция, не имеющая полюсов 8 Sppa) всюду 
плотны в В, то Χ(Β) --φ(Ω). 


Отождествим © с X(@(Q)), а Gera — с тождественным 
отображением ($ 3, n° 2). Тогда ф=Х (й), где через h обо- 
значена каноническая инъекция алгебры В в ® (09), и утвер- 
ждение (iii) доказано. Для каждого элемента [ = В и каждого 
t=Q имеем (9,1) (ф(1) =1(0, откуда следуют неравенства 


(1) ИАЦ sup | Fah |171 o 


и, стало быть, утверждения (i) и (ii). 
Если В разделяет точки в Q, то отображение ф инъективно, 

и утверждение (iv) следует из того, что ® — компакт. Утвер- 
ждение (v) вытекает из предложения 7, $ 3 и утверждения 
(vii) предложения 8 $ 3. Предположим, наконец, что В — Ha- 
полненная инволютивная подалгебра в ® (5). Пусть § — какой- 
нибудь максимальный идеал в В, и пусть Ф — множество 
элементов Ё <= ©, таких, что ] (В — 0 для всех f EX. Допустим, 
что O= ©. Тогда существуют открытое покрытие (V,,..., V,,) 
компакта © и для каждого целого [= (1, 2) функция [; SS, 
такая, что f;(t)0 для всех t@V;. Так как алгебра В 
инволютивна, TO | 

п 

> fifi =. 

1—1 


n . 
Но элемент »ЁЁ обратим в ®(9) и, стало быть, в В, так 
i=! 


как В — наполненная подалгебра. Мы пришли к противоре- 
чию. Таким образом, множество Ф содержит по крайней 
мере одну точку to. Ядро соответствующего этой точке 
характера алгебры В содержит % и, следовательно, совпа- 
дает с %. Поэтому каждая точка пространства Х (В) является 
образом некоторой точки компакта ® при отображении φ, 
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Пример. Пусть © = (0, 1), В — алгебра функций [: ® — С, 
имеющих на (0, 1} непрерывные производные вплоть до по- 
рядка п, снабженная нормой, рассмотренной в примере 2 
See Ясно, что В — наполненная инволютивная подалгебра 
в @(Q), разделяющая точки Q, следовательно, Х (В) отожде- 
ствляется с Q. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть © — компактное пространство, 
В — банахова подалгебра с единицей в © (9) (с индуцирован- 
ной нормой), разделяющая точки ©. Отождествим Q с замк- 
нутой частью пространства Х (В) =’. 

(i) Для каждого элемента [EB функция 9 является 
продолжением функции Г на 9’ u |1|=зир|9ЯвЁ|, так что 
Яв — изометрический изоморфизм Е В на некоторую 
банахову подалгебру в ® (Q’). 

(ii) Пусть В" — множество обратимых элементов алгебры В. 
Для каждого характера ¥ = Q’ существует положительная 
мера u с массой 1 на ©, такая, что для RER элемента 
| = B* имеет место равенство 


пов | loglf (1 (0). 


(iii) Если χ и p удовлетворяют условиям (ii), то для 
каждого элемента | В имеет место равенство 


x(f) = | 10) du (o). 


(iv) Предположим, что любой элемент из GR(Q) является 
равномерным пределом вещественных частей функций из В. 
Тогда для любого характера ER’ существует и притом 
единственная мера и, >0 на ©, такая, что для каждой функ- 


ции | = В имеет место равенство 


x(f) = | F (6) dp, (0). 


Кроме того, для каждой функции | = В справедливо нера- 
венство | - 


051% (0) |< | 10511 (®) |du, (0). 


(Здесь удобно считать log 0 = — со. Функция log |f| огра- 
ниченна сверху, и поэтому ее интеграл либо конечен, либо 
равен — ©.) 

Утверждение (i) вытекает из неравенства (1). 
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Пусть хе Q’, Ay, ...,4,E Ru/f,,..., ие B*. Покажем, что 
n ᾿ n 
A №1051 % (1) |< sup 2 Ac log fi (@) | 


В силу непрерывности достаточно доказать это нера- 
венство для случая, когда числа A; рациональны и, стало 
быть, после приведения их к одному и тому же знамена- 
телю, — для случая, когда А; = для всех i. Но в этом 
случае неравенство может быть переписано следующим 
образом: 


log |x (fr... fr) | < sup log | (fh... Pe) (o)|, 


и его справедливость вытекает из того, что | X||—= |. 

Пусть В’ — векторное подпространство в @R(Q), поро- 
жденное функциями вида 1о5|]|, где fe В". Предыдущие 
рассуждения доказывают существование линейной формы À 
с нормой <I на B’, такой, что log|y(f)|=A(log|/|) для 
всех | = B*. Далее, À можно продолжить до линейной формы в 
с нормой <1 на все # (9); этому продолжению COOTBETCT- 
вует вещественная мера u на Q, такая, что || в |< 1. Выбирая 
в качестве элемента / из В” постоянную е (=ехр 1), получим 
1 = в (1). Следовательно, = 


[=p*(1)—p- (1) Spt (1) +7 (D) = <1 


и, значит, w=pt >0 и ||ull=1; тем самым (ii) доказано. 
_ Предположим, что χ и и обладают свойствами (ii). Для 
любого элемента [EB имеем exp/ & В*, следовательно, 


[RO an = | loglexpf|dp = log! x (expf) | = 
Q 


= log] exp x(f) |= Ry, MN. 
Заменяя | Ha i/, мы видим, что [Рав =х (В для любого 
Q 


элемента JEB. | 

Допустим теперь, что выполняются предположения (iv). 
Существование u, вытекает из (ii) и (iii). С другой стороны, 
для каждой функции | = В справедливо равенство u, (Я) = 
— % (х (f)) и, поскольку A(B) плотно в пространстве ®ь (0), 
характер χ однозначно определяет меру p,. Пусть Ге В. 
Тогда для любого =>0 существует функция g = В, такая, 
что 


(2) : Ag—e<log(|f|+e)<Ag+e. 
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Пусть А = exp g = B*. Из (2) следует, что 


(3) РВ, 
(4) lflite<|Ale®. 
Из (4) видно, что |fh "| <e* u, значит, |y(fh”')|< ο". Поэтому 
(5) log x(f)I<logix(h)l-+e= | log|Al dp, + г. 
о 


Из (3) и (5) получается неравенство 


(6) 051% (I< | log (If|+ 8) du, + 2e, 
| Q 


из которого, поскольку 650 произвольно, выводим, что 


loglx (I< | loglfldu,. 
Q 


_ Рассмотрим теперь «конкретную» реализацию объектов 
О, В, Q’, 9, предложения 2. 

| Пусть Л — некоторое множество, ΩΙ — компактная часть CA, 
Обозначим через P(Q,) банахову подалгебру с единицей 
в @(Q,), состоящую из функций на ΩΙ, которые являются 
равномерными пределами многочленов на Q,. Координатные 
функции 2,|/Q, топологически порождают алгебру P(Q,), и 

P (Q,) разделяет точки ΩΙ. Пусть 91 — полиномиально выпуклая 
оболочка ©. Так как для каждого элемента р==С [(Х,) <4] 


спр аведливо р авенство 
sup |р (2) | = sup [р (2) |, 


2=9, 2eû, 


то равномерно сходящиеся последовательности многочленов 
на ΩΙ единственным образом продолжаются до равномерно 
сходящихся последовательностей многочленов на Qj; стало 
быть, существует и притом единственный изометрический 
изоморфизм P(Q,) на P (Qi); который для каждой коорди- 
натной функции 2, на С^ преобразует 2,|Q, в 2, |©'. Такой 


изоморфизм мы будем называть каноническим. Имеет место 


ΠΡΕΠΠΟΧΕΗΜΕ 3. Пусть, в дополнение к условиям пред- 
ложения 2, (Χχ) — семейство элементов, топологически  поро- 
ждающих алгебру с единицей В. Положим A= @ (5). Рас- 
смотрим коммутативную диаграмм! y 


D ----- 07 
of LE" lv 
Spa ((%)) > Spz((x,)) 
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где 9, ф’— отображения, определенные семейством (Χχ), iu 
j — канонические инъекции. Тогда 

(i) фи @ — гомеоморфизмы; 

(ii) Зрв((х»)) является полиномиально выпуклой оболочкой 
Spa ((41)}; 

(iii) ф преобразует алгебру А в S(Spya((x%))), а В- 
6 P (Spa((%))); 

(iv) $’ преобразует 9в(В) в P(Spp (M))); 

(У) фиф’ преобразуют Sn в канонический изоморфизм 
из Р(Зрл((х»))) на Р (Spz ((%))). 


Напомним, что фи ф’ непрерывны и сюръективны. В дан- 
ной ситуации отображение @ биективно ($ 3, предложе- 
ние 9(i)), а Е инъективно; стало быть, отображение ф инъек- 
тивно. Поэтому ф и g’ — гомеоморфизмы. Полиномиально 
выпуклая оболочка компакта (| = Sp, ((x,)) совпадает с MHO- 
жеством ΩΙ = $рв ((x,)) в силу следствия | предложения 9, 
$ 3. Обозначим через 2, (λε: À) координатные функции 
Ha C4. Ясно, что @ преобразует x, в 2, [ΩΙ и что φ’ πρε- 
образует px, в 2, |9ı; следовательно, фи φ’ преобразуют В 
в P(Q,), Я (В) в P(Q) и Я, —в канонический изоморфизм 
ИЗ P (ΩΙ) B P (Q). 


2. Случай QC C* 


Пусть Л — некоторое множество, 2 — компактная часть CA. 
Так как P(Q) разделяет точки компакта ©, то последний 
можно отождествить с некоторой частью пространства 
X(P (9). Пусть по-прежнему 2, — координатные функции 
на С^. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. (i) Отображение X(P(Q)) на Spp@ ((2,)); 
определенное семейством (2), представляет собой гомеомор- 
физм 0 пространства X(P(Q)) на полиномиально выпуклую 
оболочку 9’ компакта Q, тождественный на Q 

(11) Для каждой функции | = P(Q) гомеоморфизм 0 npe- 
образует продолжение Gp of функции f на X(P(Q)) в про- 
должение fF функции | на ©’; при этом отображение =>} 
является каноническим изоморфизмом Р (0) на Р (9). 


Предложение 4 сводится к предложению 3, если поло- 
жить B=P(Q) и x, =, и заметить, что тогда отображение 
ф превращается в тождественное. 


СлЕдствиЕ. Если © связно, то его полиномиально выпу- 
клая оболочка также связна. | 
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Если О связно, то единственными идемпотентами в ® (9) 
и, стало быть, в Р(9) являются 0и 1. Поэтому Х(Р (9)) 
связно ($ 4, предложение 12) и, значит, полиномиально вы- 
пуклая оболочка компакта Q связна (предложение 4 (1)). 


3. Случай QC 


Пусть © — компактная часть в С, O,, — неограниченная 
компонента связности множества С =, (Οι), = , — семейство 


ограниченных компонент связности (О; предполагаются по- 
парно различными). Пусть, наконец, Е — некоторая часть 
в CQ. Обозначим через Кв (9) замыкание в простран- 
стве @(2) множества сужений НО, где 7 — рациональная 
функция, все полюсы которой расположены в EL. Это замы- 
Kane есть банахова подалгебра с единицей в ® (9), которая 
разделяет точки ©. Пусть = — тождественная функция на ©. 
Тогда наполненная замкнутая подалгебра в Ю; (9), порожден- 
ная элементом 2, совпадает с Ю; (9). Элементы из Юз (9) 
голоморфны во всех внутренних точках компакта ©. 

В частности, Ко (9) =Р (9). Положим Rome (0) = (0). 
Обозначим через /(E) множество всех i@/, таких, что 
ЕПО, = ©, а через О; — множество aU U Où); множе- 

iel(E) 
ство Q,, будучи ограниченным и замкнутым (его дополнение 
в С открыто), компактно. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ δ. (i) Отображение сужения 
Κε(Ώε) > КЕ (9) 


является изометрическим изоморфизмом из В; (Qrz) на Rz(Q). 

(ii) Re(Qze) — наполненная подалгебра в € (9; 

(iii) Каждый характер алгебры Κε(Ώῃ) определяется не- 
которой точкой из (Δε. 

(iv) Отображение y ¥,(2) есть гомеоморфизм из X (В; (Q)) 
на ФЕ. 

(у) Если Е’ — некоторая часть C == (), то следующие усло- 
вия эквивалентны: 

(а) КЕ (9) = Re (9); (5) Фв= в; (с) Г(Е) = ([ЦЕ’). 

Ясно, что отображение сужения A из Re(Qz) в Re(Q) 
является морфизмом. Поскольку граница множества ©, со- 
держится в ©, то, как следует из принципа максимума, мор- 
физм. A изометричен. Покажем, что он сюръективен. Пусть 
ЕР; (0). Тогда существует последовательность }, рацио- 
нальных функций, все полюсы которых расположены в Ё, 
равномерно сходящаяся к функции g на Q. Функции }, голо- 
морфны в (ας, и граница множества {κ содержится в 9; 
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следовательно, в силу принципа максимума, последователь- 
ность [„ равномерно сходится на ©; к некоторой функции | 
из Ю;(О;) и в=[ |9. Таким образом, (i) доказано. 

Пусть 2p — тождественное отображение множества ee 
В силу следствия предложения 6, $ 2, множество Sp, Е (2¢)°E 


есть объединение множеств Spy (2p = Q,u соответствующих 


компонент связности дополнения к =: если О; — одна из 


них, то существует точка À=EfO;; так как (A—z,) le 


© R, (8, ), TO LE Spa, (@,)2e Ws стало быть, О; He содер- 
жится в SPr, (25) Ze’ Таким образом, SPr, (25) 2,==Q,. В To xe 
время, в силу (1), SPr, ©? = SPr, (2p) 2B" Тем самым yTBep- 


ждение (iv) доказано, а утверждения (ii) и (iii) вытекают 
из предложения 8, $ 3, если воспользоваться канонической 
инъекцией Ю-(9;) в @(Qz). Докажем утверждение (у); оче- 
видно, что ()< (с); в силу (iv), (а) =(Ь). Допустим, что 
О; = Qe, и покажем, что Re (©) = Re (0); так как ОЕ = Qp = 
= Ок Е”, ТО можно считать, что EF CE”; в силу (ii), Re(Qz) — 
наполненная замкнутая подалгебра в Φ᾽ (Ωρ) и, стало быть, 
в Re (Qe), содержащая 2;. Поэтому 


Re (ОЕ) = Re (ОЕ) 
Re (Q) = Re (9). 


СЛЕДСТВИЕ 1. Следующие условия эквивалентны: 

(а) Е имеет непустое пересечение со всеми множествами O;. 

(6) Отображение y+>y(z) является гомеоморфизмом про- 
странства Х (ЮР. (9)) на ©. 

(с) Кв (9) = (9). 

Пусть Ε’--ς--Ώ. Условия (а), (b) и (с) соответственно 
эквивалентны условиям [(ЁЕ) ==1(Е”), Qe =Qe (в силу пред- 
ложения 5 (iv)), Re(Q) = Re (9). Поэтому наше μες: 
вытекает из предложения D (v). 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть для каждого = I выбрана точка 
МЕ О,;. Пусть | — комплексная голоморфная функция в не- 
которой открытой окрестности 9. Тогда | |0 является равно- 
мерным пределом сужений на Ὁ рациональных функций, 
полюсы которых расположены в точках À. 


и, в силу (i), 


Это вытекает из следствия | и предложения 4, $ 4. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 


Пусть Л — некоторое множество, Ф — часть в С^. Ясно, 
что следующие условия эквивалентны: | 

(i) Часть D представляет собой множество точек (c,)=C", 
для которых существуют конечное или бесконечное семей- 
ство (P;) элементов из C[(X;), = A] и семейство (М;) веще- 
ственных чисел, такие, что | P;((c,))|< Mj. 

(ii) Для того чтобы точка (c,) из С^ принадлежала Ф, 
необходимо и достаточно, чтобы | P((c,)) |< sup |P(c)| для 

C= 


всех PE C[(X;,)]. 


Такая часть в C4 называется NONUHOMUANSHO выпуклой. 
Любое пересечение полиномиально выпуклых частей в С^ 
полиномиально выпукло. Стало быть, какова бы ни была 
часть У в C4, существует наименьшая полиномиально вы- 
пуклая часть Ф в C4, содержащая W. Говорят, что Ф — поли- 
номиально выпуклая оболочка части VY. Она представляет 
собой множество всех точек (c,) = C4, таких, что | P((c,)) |< 
sup | P(c)| для всех РеЕС[(Х,)]. 

ve 


Если часть Ÿ замкнута, то C == W открыто и, стало быть, 
локально связно; поэтому каждая его компонента связности 
открыта. Если к тому же множество A конечно, то из прин- 
ципа максимума следует, что каждая ограниченная связная 
компонента С^ = Ч содержится в Ф. 

Пусть A’ — некоторая часть в Л, $” =рг Л и Ф’ — поли- 


номиально выпуклая оболочка части WV’ в С^. Поскольку 
каждый элемент из С |(X,), — ‚| отождествляется с некоторым 


элементом из С [(X,), = „|, справедливо соотношение DW’ Spr, O. 


JIEMMA 1. Пусть DC C* — компактная полиномиально 
выпуклая часть, © — некоторая ее окрестность. Тогда суще- 
ствует конечная часть Лув A, такая, что для каждой части 
Л’ из A, содержащей A, pr,,(Q) содержит полиномиально 


выпуклую оболочку части pr,,(®). 


Поскольку Ф — компакт, Ф содержится в произведении 
компактных кругов D, с центром в 0 радиусов R, (A&A), 
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Для каждого многочлена Pecl(%)] пусть Фр — множество. 
всех 4 е= CA, таких, что- 


| P (d)|<sup| P(©)I. 
Имеем 
(1) Ф=(П Di) N (Pr) <. 
P 
Tak Kak II р, — компакт, TO существуют многочлены Py, ... 
os Fa ес [(X,)], такие, что | 


0): (LL 2») пФ», 1 12. ПФр, ΕΞΩ. 
Пусть Л. — множество индексов тех переменных, которые 
фактически присутствуют BP), ..., Pz. Пусть А” — некоторая 


часть Л, содержащая Л.. Pier. E μμ C4’, определен- 
ная неравенствами | с | << А (= À’) и | P; ((c,)) | <sup| P;(c) | 
сеФ 


((=—1,..., 9). Тогда Е — полиномиально выпуклая часть. 
В силу (1), ргл, (Ф) = Е. С другой стороны, пусть (c,), .,=E; 


пусть, далее, (ἄλ); =, — элемент из CA, определенный сле- 
дующим образом: d,==c, для AGA’, 4, =0 для ЛЕЛ == Л’; 
тогда, в силу (2), (d,) = Q, стало быть, (a) = pr, (©). Таким 
образом, E € рг,, (9), чем и завершается доказательство. 


ЛЕММА 2. Пусть. п >> 0 — целое число и D — полиномиально 
выпуклая компактная часть в С”. Тогда Ф обладает фунда- 
ментальной системой полиномиально выпуклых компактных 
окрестностей. 


Существуют компактный полицилиндр А в С", внутрен- 
ность которого содержит Ф, и семейство (P;), <, элементов 


из C[X,, X2, ..., X,], таких, что Ф представляет собой мно- 
жество тех точек (2), ..., 2,) EA, для которых 


LP (et, eeey Ζῃ) [< M; 


при всех i. Для каждой конечной части J множества / и 
любого =>0 пусть (Φ; κ -- множество всех (2, ..., 2,) = A, 
таких, что |Р; (21, ..., 2, |< ΛΙ [58 для всех "Тогда 
каждое. множество M,, есть полиномиально выпуклая KOM- 


пактная окрестность части Ф и пересечение всех D,,, сов- 
падает с Ф. Стало быть, D}, образуют фундаментальную 
систему окрестностей части Ὁ (Общ. топ., гл. I, 4-е изд., 
$ 9, теорема 1). 


УПРАЖНЕНИЯ 


§ 1 
1) Пусть (е1, Ου) — канонический базис в В? и и — элемент алгебры 
А = P(R?), определенный равенствами и (е!) = 6ο, u(e>) = —e,. Пока- 


зать, что 
Зрди == (2), Sp, и? = {—1}. 


2) Пусть u — мера Лебега на (0, 1), À — гильбертово пространство 
er ((0, 1), в), A= L(A) u x € À — оператор, который преобразует функ- 
цию f(f) в функцию Zf(f). Показать, что Sp, * == (0, 1), но оператор x 
не имеет ни одного собственного значения: 

3) а) Пусть À — гильбертово пространство с OPTOHOPMHPOBAHHBIM 
базисом (ερ, 81, &,...) и A=L(H). Рассмотрим оператор Т = &®(Н), 
такой, что Te, =e€,,, для всех i 520, и оператор TE Z(H), такой, что 
le, =8,_| для >| и Te, == 0. Показать, что ΤΊ =1, πο TT'e, = 0, 
так что Sp, (ΤΊ) == Sp, (ТГ). 

b) Пусть А — нётерова алгебра с единицей над некоторым полем. 
Показать, что если x, y & À, то $р (ху) = Sp(yx) (использовать упраж- 
нение 8 b) из Алг., гл. VIII, $ 2). 

4) Пусть А — коммутативная алгебра над С, $ — идеал в À, h — кано- 
ническая инъекция XS в А, $ — множество характеров χ = X’ (A), которые 
аннулируют 5. 

а) Показать, что отображение X’ (A) сюръективно. 

Ὁ) Показать, что отображение X (A)|(X’(A) = 5) является гомео- 
морфизмом из Х’(А)=5 на X(S). (Пусть уеХ’(А)=5. Пусть 
X14, ss Xn GA, 6-50 и НЯ точки χο в X’ (A), определенная 
неравенствами | (X — %,) (х;) | < e(i=1,..., п). Пусть элемент и, = Ÿ таков, 
что (1 )=1. Положим и, = ΗΑ; ex Тогда если | (% — %o) (#;) |< δ. 
(== 0,1,..:,.4), где-0 nt dan το YS 

5) В упражнении 4 выберем A=C[X, У], $ = Ar. Пространство X (A) 
отождествляется тогда с C?, S == {)} — c {0} X C. Пусть И — множество 
точек (ἕξ, n Е С?, таких, что |&|<e7!"!, Показать, что X (A) (Ц) не 
является окрестностью нуля в X’ (5). Вывести отюда, что X’ (X) нельзя 
отождествить с факторпространством X’ (А) по отношению эквивалентности, 
hante определяется отображением X’(h). (По этому поводу см. $ 3, 
упр. 17 

‚6) Предположим, что А — коммутативная алгебра над полем, τῷ — ее 
максимальный идеал. Показать, что либо А? с u dim A/S =1, либо A/S 
является телом. (Применить к факторалгебре 4/5 упражнение 3 из Алг., 
гл. I, $9.) В частности, если А?= À, то каждый максимальный идеал 
в А регулярен. 

7) Пусть А — коммутативная алгебра над полем К, хе=А иа= К. 
Показать, что множество характеров χ = Х (А), таких, что (9x) (χ) =а, 
замкнуто в топологии Джекобсона. (Это утверждение может быть све- 
дено к случаю, когда А содержит единичный элемент, а затем к слу- 
чаю a == 0. | 


4 Зак. 1236 
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ᾳ 8) Пусть А- некоторая алгебра,  — двусторонний идеал в À, 
J~ (А) — множество всех примитивных идеалов в А, которые не содержат τὸ, 
и АЗ — множество всех had vale <i ne À, таких, что (3) = 6. 

а) Показать, что если TE АЗ, то | $ ES (лемма 1 (1)). Если oro 


бражения л, Ve А таковы, что n]S$ u x 3 эквивалентны, TO ли W 
эквивалентны. (Можно считать, что 1 (x) = m (x) для всех х =. Тогда 
для каждого элемента уе А значения л(у) и л’(у) совпадают на 
> Im л(х), а это подпространство совпадает с пространством пред- 
xEs 

ставления π.) 

b) Показать, что если TES, το π продолжается до некоторого эле- 
мента из A”. (Пусть W% — регулярный максимальный левый идеал в «5. 
Пусть & — какая-нибудь правая единица в S по модулю À. Предполагая, 
что А содержит единичный элемент, показать, что соотношение AY + 
А (1—5) = А влечет за собой FEN. Стало быть, AN + A(1 — g) 
содержится в некотором максимальном левом идеале WM из А. Показать, 
что MAGF= MN, ME+ τ = À.) 

c) aout u3 a) u b), что отображение SY > SNS является гомео- 
морфизмом р (А) на J (Ὁ) и что отображение share является гомео- 
морфизмом АЗ на &. 


$ 2 
1) Пусть А-— алгебра непрерывных комплексных функций на В, 
стремящихся к 0 на бесконечности, снабженная нормой [|| = sup | f(z) |. 
| ЕВ 


Показать, что тогда А отождествляется с алгеброй непрерывных ком- 
плексных функций, стремящихся к некоторому конечному пределу на 


бесконечности. Показать, что норма |5| == зир | © (Ю| на А отлична от 
{ЕВ 


нормы, определенной в n° 1. 
2) Пусть А — нормированная алгебра и 6 = inf (|х?||/||х|?). Показать, 
x%0 


что тогда 


b <inf (p (x)/IIxll) <V δ. 
х==0 


3) Показать, что если А — нормированная алгебра и x, y=A, то 
р (xy) = р (ух). 

4) Пусть À — гильбертово пространство с ортонормированным бази- 
COM (fi, fa, ...). Пусть А — нормированная алгебра en Пусть, далее, 


отображение x А определено равенствами x (fi) = 27 "fix. Показать, 
что х — квазинильпотентный элемент в A, не являющийся нильпотентным. 
915) Пусть A — гильбертово пространство с ортонормированным 


базисом (fj, fo, ...). Определим числа αι, ἂρ, ... равенствами ам==е“”, 


если т представляется в виде произведения 2” Ha нечетное число. Опре- 
делим отображение x = Z (4) с помощью равенств 


X (fm) = Umfm-+ı- 
Показать, что X не является квазинильпотентным. (Заметить, что 


Ix”|| = sup (ат@т-а ... Om+n—1)s 
m 
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и оценить @ 4, ... ot_ 1) Пусть x, = Z(H) определены равенствами 


x, (fn) = 0, если т представляется в виде произведения 2” на нечетное 
число, и Хх, (|) =F, m+, В противном случае. Показать, что x, HHJIb- 
потентны и что || х — x, || стремится к 0. 


6) Пусть К — компактная часть С; А — банахова алгебра непрерыв- 
ных функций на К, снабженная нормой [|| = sup |f (1) |; К — элемент 
{ЕК 


вида 2+— 2 B A. Показать, что SP, lo = К. 


7) Пусть А — банахова алгебра с единицей. Пусть элемент хе À 
таков, что |х — 1] <1.. Показать, что существует элемент y & À, для 
которого у? = x. (Использовать разложение в ряд.) | 

8) Пусть А — нормированная алгебра с единицей. Показать, что если 


ree || = Le для любого обратимого элемента x @A, то А=С.1, 

Этот результат сводится к случаю, когда алгебра А полна. Пусть рас- 
стояние от элемента х = A до множества C-| равно а>0. Если Ay & C 
таково, что элемент х— № обратим, то элемент х— À обратим при 
[A — №| <9. Отсюда можно вывести, что спектр такого элемента x 
пуст.) 

9) Пусть А — нормированная алгебра с единицей, в которой един- 
ственный левый топологический делитель нуля есть 0 и единственный 
правый топологический делитель нуля есть 0. Показать, что тогда А = С. 1. 
(Если x = Аи À — точка границы SP x, TO х — A — топологический де- 


литель нуля в À и, стало быть, в А. Следовательно, x = À.) 
10) Пусть А — нормированная алгебра. Для каждого элемента x € À 
положим 


A(x) = inf (ху), № (х) = inf (Iyxll/Iyll). 
y #0 ν-ε0 
Доказать справедливость неравенств 
ГА (x) — À (у) |< — yl, ГА (х) — № (y) < — yl, 
A (х) № (у) < А (ху) < |x] (И), № (х) № (y) SA’ (xy) SA’ (x) IIyll. 


Вывести отсюда, что множество левых (соответственно правых) тополо- 
гических делителей нуля замкнуто. 

11) Пусть А — банахова алгебра с единицей. Показать, что множе- 
ство всех необратимых элементов в A, не являющихся топологическими 
делителями нуля, открыто в А. 

12) Пусть Х — комплексное банахово пространство, и пусть х = A= 
= (X). Показать, что если x не обратим, то X — левый или правый 
топологический делитель нуля. (Последовательно рассмотреть случаи: 

1°) отображение х не инъективно; 

2°) х(Х) = À; 

3°) x — инъективное отображение, X (X) всюду плотно в À и отлично 
от X.) Показать, что если х — взаимно непрерывное отображение про- 
странства Х на замкнутое подпространство в Х, отличное от X, или 
если X не инъективно отображает À на все À, то х является внутрен- 
ней точкой множества необратимых элементов в А. 

13) Показать, что в алгебре А из примера 5 n°2 функция 2 He 
является ни обратимым элементом, ни топологическим делителем нуля. 

14) Пусть А — нормированная алгебра с единицей и В = (А). По- 
казать, что образ алгебры А при морфизме x+—>Ly является наполнен- 
ной подалгеброй в В. (Использовать Алг., гл. VIII, $ 1, предл. 4.) Следо- 
вательно, если хе À, TO Sp, x=Sp,L,. 


415) Пусть A — банахова алгебра. 
4* 
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а) Пусть $ — множество ограниченных последовательностей элемен- 
тов из А с нормой |(хи)| = sup |хи|. Пусть N — можество последова- 
тельностей (хи) 5. таких, что |хи| стремится к нулю. Показать, что 
$ — банахова алгебра, a Yt — двусторонний замкнутый идеал в $. Пусть 
ф: $ —> 5’ = S/N — канонический морфизм. Показать, что тогда отобра- 
жение хн>ф(х, x, х,...) = 0 (х) является изометрическим изоморфизмом 
алгебры А на некоторую подалгебру в S’. Показать далее, что каждый 
левый топологический делитель нуля в $5’ является также левым дели- 
телем нуля. Для того чтобы элемент x @ A был левым топологическим 
делителем нуля, необходимо и достаточно, чтобы элемент 0 (x) был левым 
делителем нуля Β S”. 

Ὁ) Предположим, что А содержит единичный элемент. Показать, что. 
существуют некоторая банахова алгебра В и изометрический изоморфизм 
алгебры А на некоторую подалгебру в В, такие, что элемент из А необра- 
тим в том и только в том случае, если его образ в В является левым 
или правым делителем нуля. (Использовать а) и упражнения 12 и 14.) 

16) а) Пусть À — нормированная алгебра, À — ее радикал. Показать, 


> / 
что если X = À, TO X — квазинильпотентный элемент. (Имеем Sp, = {0} 


и тем более Sp i= {0}.) | 

Ὁ) Пусть А — банахова алгебра, À — ее радикал, ху — левый идеал 
в À, все элементы которого квазинильпотентны. Показать, что тогда «ἃς: MR. 
(Можно предполагать, что алгебра А содержит единичный элемент. Если 
хе иаа А, то Sp (ах) = {0}; следовательно, элемент | — ах обратим 
и, значит, EN.) 

17) Предположим, что A— банахова алгебра, В — алгебра над С 
без радикала, ф — морфизм из А в В. Показать, что ядро морфизма ф 
замкнуто. (Это ядро является пересечением регулярных максимальных 
левых идеалов.) 

18) Пусть А — банахова алгебра, л — ненулевое неприводимое пред- 
ставление алгебры А в комплексном векторном пространстве Х. Пусть 
ξο — ненулевой элемент из À. 

а) Показать, что аннулятор τῇ точки & является регулярным макси- 
мальным левым идеалом алгебры А; этот идеал замкнут. 

Ὁ) Показать, что отображение x + Χξο определяет после перехода 
к факторалгебре изоморфизм ф А-модуля A/S на А-модуль À. 

с) Показать, что изоморфизм ф банахова пространства А/5 на про- 
странство Х индуцирует на последнем норму, относительно которой Х 
становится банаховым. пространством, и || (х)|| < |х| для всех x & A. 

4) Показать, что если алгебра А примитивна (Алг., гл. VIII, 5, упр. δ), 
то А = {0} или C-| в зависимости OT того, содержит ли А единичный 
элемент или нет. (Использовать предыдущие упражнения и следствие 4 
теоремы 1.) 

4] 19) Пусть А — банахова алгебра и À — ее радикал. 

а) Показать, что если re À, то ряд 


ТУ (а 


=! 


сходится к элементу KEN, такому, что x2 — x + г=0. 

Ὁ) Пусть класс смежности в А/Я, которому принадлежит элемент 
u = À, является идемпотентом. Показать, что существует идемпотент 
в A, сравнимый с элементом и по модулю NR. (Можно предполагать, что 
А содержит единичный элемент. Пусть q=u—wWeR и χε8ὶ-- 


построенное с помощью а) решение уравнения x? — x — q (1 — Ag)! = 0. 
Тогда u — (2u — 1) x — искомый идемпотент.) 
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20) Пусть А — банахова алгебра с единицей, хеА, & — точка гра- 
ницы Sp, x. Показать, что резольвента элемента х не может быть про- 
должена до функции, непрерывной в точке ζ. 

21) Пусть А — банахова алгебра с единицей, Л — некоторая откры- 
тая часть в С, At > R(A) — отображение A B А, такое, что 


(1) К (A) — К (uw) = — (A— p) Κίλ) Κί(μ) 


при всех A, цел. р 
а) Пусть Au=A. Показать, что для всех AGA, таких, что | А — № | Ж 
x ||R(4) <1, справедливо равенство 


в) = Σ (do — A)" Во)", 
n=0 


b) Показать, что для всех AGA 
(ἁ"/4λ") R (A) = (—1)" AR (А). 


с) Показать, что если отображение R голоморфно на бесконечности, 
то существуют элементы X, |, 2ЕА, такие, что 22 = 0, |2 = j, 2] == |2 =0, 
x © jAj и для достаточно больших значений | À | имеет место равенство 


CO 
Ю (^,) = г - jR(A, x). (Записать А (À) = > CnÀ =" при [A |> № и восполь- 
n=0 
зоваться тем, что для Ю справедливо равенство (1). Можно положить 
Со = 2, Οι = j, Co =X.) . 

4) Показать, что отображение А есть сужение Ha A резольвенты He- 
которого элемента из А в том и только в том случае, если при HEKOTO- 
ром №еЛ элемент А (№) обратим. 

CO 
e) Показать, что при всех X= À функция À r> > (№ — λ)}χ} ΤΙ удо- 
n=0 
влетворяет соотношению (1), если | À — № ||х|<1. 
4 22) а) Пусть В — банахова алгебра с единицей, weB, C>lu 
>0. Показать, что существует n > 0, такое, что из условий ие В, |и|< С, 
fae — w|<n, 0<у< 1/4С следует неравенство || yw — w|<e, где у == 
we (Ly u 2 

b) Пусть А — банахова алгебра. Предположим, что существует ΠΟ” 
стоянная С, такая, что для любого 60 и любых элементов х1, Хо, ... 
ve) Xn & А существует элемент = À, для которого | u||<C, | uxı —xı |<», ... 
woe, | UX, — Xn|<e. Показать, что для всякого zeA и любого 6>0 су- 
ществуют элементы X, уе А, такие, что 2 = ху, у & Аг, |2 — у|<6. (Можно 
считать, что C > 1. Пусть у = 1/4С. Применяя а) к А, определить по ин- 
дукции последовательность Wy, Up, .«.. элементов в A, таких, что | и | < С, 
элементы 


ms 


= dv PE lus + (1 — у)" 
k=! 


имеют обратные ἴῃ, и при этом |2 — ἰῃ-.12| < 6/2”, ||412 — 2| < 6/2. По- 
лагая ул = м2, мы видим, что уи стремятся к некоторому пределу уЕА, 


со 


а Xn стремятся к элементу х = 2! у (1 Yu; элементы хи и обла- 
k=] ' 
дают требуемыми свойствами.) 
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с) Пусть A— банахова алгебра, удовлетворяющая всем условиям 
из Ὁ). Пусть (21, 23, ...) — некоторая последовательность элементов из A, 
стремящаяся к 0. Показать, что существуют элементы X, Yı, Yo,... из À, 
такие, что Ζῃ == XYn для всех п и Yn стремится к 0. 

23) а) dd Е — банахово пространство, f: C—> Е—целая функция и 


0+—> P (8) = x C re J тригономётрический полином (с, >20). Предпо- 


ложим, что Pl. . || Е (ге?) || < Mr* для всех r> ro (M, κ. ᾱ-- неотрица- 
тельные постоянные). Поназать: arg тогда функция f Ἐππαέκοη ΠΟ JIHHO- 


MoM степени <a. | Пусть 1) ayo", I(r, p)= 1? Г Р (6) 1 (те) 


v=0 
Х ге (ТР) 18 16. Тогда J(r, р) стремится к 0, когда г pe к +00, 


a p>a; с другой стороны, lim /(r, р) = Chap. 
: r>+% 


Ὁ) Аналогично, показать, что если @а — целое число au r*|P(8)|X 


X | f (гей) || стремится к 0 при г-> - oo, то | — многочлен степени, мень- 
шей 0. 

с) Пусть А — банахова алгебра с единицей, х — квазинильпотентный 
элемент А. Предположим, что для некоторого целого п>0 имеем 


er \cos 79| .|(1 — ax)! ||>0 при r-> + со (А =re'®). Показать, что тогда 
п —0. (Применить b). ) 
d 24) а) Пусть Е — CARRE RS пространство, x: С =m {1} -> Е — целая 


функция от 1/(f — 1), x (©) = 2 And, х(5)= Σ ис" — разложения 


=0 
функции х при 121 < 1 ео при EST. а что [ah || = 


=o (πᾶ), |6. =o (n°), a>0. Показать, что тогда Χ(ζ) является MHO- 
гочленом от 1/(5 — I) степени, меньшей à + 1. (Пусть e>0. Для г» < г= 


= | 5] <1 имеет место неравенство |х case — r)1=% а при г: 
< jr — неравенство ||x (5)|| < € (1 — Ἔν αὶ LE ”. Полагая 1—6 = [ο -- 5) $ 


ὦ = Кей, показать, что для О<г<|1и Ю>1 справедливо неравенство 


Ся ER 
En μονα cos 8 ' 


a для 1<ги R>XI1 


siete ee RE 
ere 4 cos0 ° 
Положить y (©) =х (&) и показать, что Re! соз0 [*+!. | у (Ве!) | cTpe- 


мится к 0 при Rt со равномерно по 9. Применить затем упражне- 
ние 23 b). ) 


Ὁ) Пусть А — банахова алгебра сединицей, g=A — некоторый квази- 

нильпотентный элемент, х = | + 9. Показать, что для выполнения ра- 
+ 

венства gN =0 необходимо u достаточно, чтобы || x*" ||=o(n™) при 

n—-+ 00. (Для доказательства достаточности показать, применяя а), 

что А (А, x) — многочлен от HR = 1) степени, He превосходящей М. 


С другой стороны, А (А, х) = У "(^=1)-7-'.) Вывести отсюда, что 
n=0 Lane 
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если 1} — радикал в А и если @ — некоторая подгруппа ΓΡΥΠΠΗΙ обрати: 


мых в А элементов, такая, что || х=" || =о(п) для всех хеС, то сужение 
на С канонического отображения А-> A/B инъективно. 

25) а) Пусть А — нормированная алгебра, X и y— элементы из А, 
такие, что ху — ух = y. Показать, что у” =0 при n>2||x||. (Применить 
формулу xy” — у"х = пу".) 

b) Пусть Ÿ — некоторая алгебра Ли конечной размерности над С. 
Показать, что если алгебра ® He нильпотентна, то она содержит два 
ненулевых элемента X, у, таких, что [х, у] = у. (Воспользоваться суще- 
ствованием такого элемента x © %, для которого ad (x) не нильпотентен.) 

с) Пусть Ÿ — вещественная или комплексная алгебра Ли конечной 
размерности, такая, что обертывающая алгебра алгебры X обладает нор- 
мой, согласованной со структурой алгебры. Показать, что алгебра & 
нильпотентна. (Применить а) и b).) 

4) Пусть У — вещественное или комплексное векторное пространство 
конечной размерности, Ÿ — подалгебра Ли в gl(V), состоящая из ниль- 
потентных эндоморфизмов, х1,..., Χῃ — элементы в %. Пусть а> 0. По- 
казать, что на У существует структура гильбертова пространства, такая, 
что |x;|<a для ISisa. 

e) Пусть ® — вещественная или комплексная алгебра Ли конечной 
размерности. Пусть, далее,  нильпотентна и И — ее обертывающая 
алгебра. Показать, что на U существует норма, согласованная со струк- 
турой алгебры. (Используя Группы и алг. Ли, гл. 1, $ 3, упр. 5, и $ 7, 
упр. ὃ, показать, что существует семейство (πλ) представлений алгебры & 
в пространствах Va конечной размерности, обладающих ‘следующим 
свойством: для каждого элемента UEU существует À, такое, что πλ (и) 0 
и πλ (®) состоит при всех А из нильпотентных эндоморфизмов. Наделяя 
каждое пространство У), гильбертовой структурой в соответствии с 4), 
получить в прямой сумме У гильбертовых пространств И» представление St 
алгебры κ, состоящее из непрерывных эндоморфизмов, и тем самым 06- 
наружить существование инъективного морфизма ф из U в L(V). Поло- 
жить затем ||и| = | (u)|| для всякого и = И.) 

Ὁ Пусть А — нормированная алгебра с единицей, x и у — элементы 
из А. Показать, что если А=={0}, то ху — ух=Е1. (Первое доказательство: 
имеет место равенство | À 
Sp’ (xy) = Sp’ (yx); 
если xy = ух + 1, To Sp(xy) переходит в Sp(yx) в результате преобра- 
зования 2+—> 2 + 1; отсюда следует, что $р’(ху) неограничен, что аб- 
сурдно. Второе доказательство: если [х, у] =1, то [xy, у] =у, откуда, 
в силу а), для достаточно большого п имеем y” =O; так как [х, ИР] = 
= pyP!, то получается, что y = 0.) 

26) Пусть А — нормированная алгебра и x@A. Элемент х называют 
топологически нильпотентным, если х”->0 при п-> со. Показать, что 
X топологически нильпотентен тогда и только тогда, когда р (х)< 1. 

27) Пусть А — коммутативная банахова алгебра с единицей. Пред- 
положим, что каждый замкнутый идеал в А имеет конечный тип (т. е. 


представляется в виде Ах, + ... + Axn, где хь,..., Xn= À). 
а) Показать, что всякий идеал 58 А замкнут. (Имеем 5 = Ax, +... 
wee ΑΧ}, Где Χι,..., XnÆ À. Пусть (хи, Хр, ...) — последовательность 


элементов из 4}, сходящаяся к xj. Для (y;,..., Уп) = А" положим 
9 (y1, eee) Yn) = Xiÿ1 md + Lan S τὸ 
Фр (и1, ..., Уп) = Xipyi oe =. ХпрУпЕХ. 


Имеем фе Z (А", 3), Qp 3 (А", 3), IP — Фр|->0 при p>+o иф-— 
сюръективное. отображение. Рассматривая ‘сопряженные отображения 
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K @ φρ, заключаем, что Pp сюръективно при достаточно больших р. 


Стало быть, τὸ =.) 

Ὁ) Показать, что если А — алгебра без делителей нуля, то А=С.1. 
(Применить а) и упражнение 9.) 

с) Показать, что если единственный нильпотентный элемент в А 
есть 0, то существует целое n > 0, такое, что А изоморфна С”. (Так как 
алгебра А нётерова, то {0} является пересечением простых- идеалов 
р1,..., Pm} эти идеалы замкнуты в силуа)и A/p; изоморфны С в силу b).) 


4) Показать, что в общем случае dim, А<- ©. (Пусть δὶ — мно- 


жество нильпотентных элементов в A, являющееся (замкнутым) идеалом 
B А. Тогда, в силу с), dim(A/R)<-+oo. Так как У — идеал конечного 
типа, то KR” =0 для достаточно большого п. Наконец, каждый идеал 


91/911 является модулем конечного типа над A/R, следовательно, 
dim (97/9 +1) < +.) 

28) Пусть А — алгебра с единицей над С, наделенная локально вы- 
пуклой отделимой топологией, такой, что умножение в А раздельно не- 
прерывно. Элемент AGA называют ‘регулярным, если существует г > 0, 
такое, что а— А, обратим для |Al>r, а множество элементов вида 


(a—A)~! при |^|>г ограничено. 
а) Показать, что если элемент а регулярен, то A(a—A)~! остается 
ограниченным при | А | >r. 


Ὁ) Показать, что если отображение хн->х-! определено в окрест- 
ности точки | и непрерывно в точке 1, то все элементы из А регулярны. 
с) Пусть Ug для каждого ае А есть множество таких A&C, что 
(a — u)! существует и ограничено для всех U из некоторой окрестности A. 
Пусть $а = С = Uy. Показать, что Sg замкнуто, и если а — регулярный 
элемент в A, TO $а — непустой компакт (в предположении, что А=={0}). 

4) Пусть ae А. Показать, что функция At > (a — À)-! голоморфна 
B Un. 

e) Пусть a & А. Доказать, что À = Од в том и только в том случае, 
когда элемент а — А имеет регулярный обратный. 

Ὁ) Показать, что если все элементы в А регулярны и А есть тело, 
то A=C-1. 

29) Пусть А — алгебра над В, являющаяся телом и снабженная отде- 
лимой локально выпуклой топологией, относительно которой умножение 
в À непрерывно, а отображение хн-->х-! непрерывно в точке |. Показать, 
что тогда алгебра А В-изоморфна В, или С, или Н. (Если алгебра А 
коммутативна над С и существует элемент u=À, такой, что и? = — |, — 
снабдить А структурой алгебры над С и применить упражнение 28 1). 
Если А коммутативна, но такого элемента не существует, — применить 
упражнение 28 f) к алгебре A @RC, которая является телом. Если алгебра A 


не коммутативна, — рассуждать так же, как в Комм. алг., гл VI, $ 6, 
n° 4, теор. 1, третий случай.) 

{ 30) Пусть A— алгебра над С, состоящая из сужений на (0, 1) 
рациональных функций одной переменной с комплексными коэффициен- 
тами. Эта алгебра является телом. 


а) Снабдить алгебру А топологией сходимости по мере (Интегр., 
гл. IV, 2-е изд., $ 5, n° 11). Показать, что в этой топологии отображения 
(x, y) x + y, (x y)t>xy из АЖАв А непрерывны и отображение 
xt x7l из Д*в A также непрерывно. Эта топология в А не является 
локально выпуклой. | pr 

b) Для каждого пе N* определим последовательность (wo, κ] 


`равенствами w_, ,=(r+1)" (CT) дляг > 1, Wo, n=l Ὁ. (5 + 1)-(stD/n 
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для 5 > 1. Если | & А, положим р, (f) = > юпа, |< о, где > а {”— 
r 


разложение Лорана функции f(t) относительно точки 0. Показать, что 
тогда ри являются полунормами, которые определяют на А метризуемую 
локально выпуклую топологию. Отображение (x, у) > ху из АЖАВ А 


непрерывно в этой топологии. Отображение mx! ‘из A* B А не 
является непрерывным. Наконец, алгебра А не полна в этой топологии. 

31) а) Пусть А — алгебра над С, снабженная локально выпуклой топо- 
логией. Показать, что следующие условия эквивалентны: α) существует 
фундаментальная система (U;) уравновешенных выпуклых окрестностей 
нуля, таких, что U;U; CU, для всех i; В) алгебра А изоморфна некото- 
рой подалгебре произведения нормированных алгебр; у) топология в А 
может быть определена с помощью семейства полунорм Pj, удовлетво- 
ряющих неравенству р; (ху) < р; (x) р; (у) при любых x, уе À. Алгебру А, 
удовлетворяющую этим условиям, называют локально 7т-выпуклой. По- 
казать, что в этом случае отображение (x, у) > ху из АЖ Ав À He 
прерывно. Если алгебра А содержит единичный элемент и G — множество 


всех ее обратимых элементов, то отображение xt x7l из Св А не- 
прерывно. 

b) Пусть А — локально т-выпуклая алгебра с единичным элементом. 
Показать, что спектр каждого элемента из А не пуст. Если А — тело, то 
А=С-1. | 

с) Пусть А — полная, локально т-выпуклая алгебра. Показать, что 
существуют фильтрующееся возрастающее упорядоченное множество 7, 
семейство (11); — ; банаховых алгебр и непрерывные морфизмы πὶ]: Aj+—> À; 


для i<j, удовлетворяющие соотношению лу;пуё = Tr, такие, что 
алгебра А изоморфна подалгебре в II Aj, состоящей из тех элементов (х;), 
i ‹ 
для которых Mz (х;) = x; при i Sj. 
4) Показать, что алгебра © (R), снабженная топологией компактной 


сходимости, локально т-выпукла. Показать, далее, что множество обра- 
тимых элементов из ®‹(К) плотно в ®с(В) и не является открытым, 


е) Пусть О — открытая часть в С, А — алгебра комплексных голо- 
морфных в D функций, снабженная топологией компактной сходимости. 
Показать, что тогда алгебра А локально т-выпукла. Ненулевой предел 
последовательности обратимых элементов из А обратим в А 

f) Показать, что алгебра всех бесконечно дифференцируемых комп- 
лексных функций на (0, 1), снабженная топологией равномерной сходи- 
мости вместе со всеми производными, является локально т-выпуклой. 

с) Пусть А — алгебра (классов) комплексных функций f Ha (0, η), 


таких, что [Е [Л ((0, 1)) для каждого р>1. Показать, что алгебра А, 
снабженная нормой ft>||f |lp(p > 1), не является локально т-выпуклой, 
но отображение (x, у) > xy из АХ Ав А непрерывно. 


$3 


1) Пусть A— коммутативная банахова алгебра, 5 — максимальный 
идеал в А. Показать, что возможны только два следующих случая: |) S— 
ядро некоторого характера алгебры A; 2) Ο — некоторая гиперплоскость, 
содержащая А? (применить упражнение 6 к $ 1). В частности, если 
идеал % не замкнут, то X$ — гиперплоскость, плотная в А и содержащая 
А?. (Чтобы получить пример этой последней ситуации, воспользоваться 
упражнением 3.) 

2) Пусть А —банахова алгебра всех последовательностей X == (Ё1, Eo, ...) 
комплексных чисел, стремящихся к нулю, с нормой || x || = sup | Е; |. Пусть 
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< — множество всех тех последовательностей X, которые имеют лишь KO- 
нечное число отличных от нуля членов. Показать, что тогда 55 — идеал, 
плотный в Аи не содержащийся ни в одном максимальном идеале. (За- 
метить, что 4? = А, и применить упражнение 1.) 

3) Пусть Л — некоторое множество, р & (|, cof и A=/? (A) — мно- 


| 
жество всех x == (Eq), = à, 51 € С, для которых || x |» = (2 | En ) Fée 
À 


Показать, что А — банахова алгебра относительно сложения и обычного 
умножения. (Если || (Ел) [р Ти || (пл) Пр < Ь το 


Diemer<(D Г)" (Zimt), 


где 1/g+1/p=1, откуда следует, что | (ξχηχ) Ip S 1.) Показать, далее, 
что A? ~ А, А? плотно в А и множество ненулевых характеров алгебры А 


‚естественным образом отождествляется с множеством Л, снабженным 


дискретной топологией. (Воспользоваться тем, что двойственным прост- 
ранством к IP(A) является {9 (А). Преобразование Гельфанда оказы- 
вается тогда тождественным отображением, а его образ в пространстве 
функций, стремящихся к 0 на бесконечности в Л, — плотным и не замк- 
HYTBIM.) 

4) Пусть A — банахово пространство комплексных функций, интегри- 
руемых Ha (0, 1) по мере Лебега. Доказать, что если положить 


(1-8) (®) = | F(o — Ὁ 8 (6) 48 
0 


для Фе (0, 1), то функция f-g определена почти всюду и является 
элементом алгебры А. (Продолжить [и g нулем на R == (0, 1) и применить 
Интегр., гл. VIII, $ 4, п°5, предл. 12.) Показать, что А оказывается ком- 
мутативной банаховой алгеброй. Пусть хе À — постоянная функция, 
равная 1. Тогда функция х” имеет вид 


ot! 


(n — 1)!" 


Показать, что алгебра А порождается элементом X, что X — квазиниль- 
потентный элемент и что алгебра А совпадает CO своим радикалом. 
Пусть en (п=1, 2,...) — элементы из A, определенные равенствами 
еп (№ = п для OSt<1/n, en (Ё =0 для t>1/n. Воспользоваться этой си- 
стемой элементов для проверки того, что алгебра А обладает свойством, 
указанным в упр. 22 к $ 2, в частности, что ΑΣ = А. Применяя упражне- 
ние |, показать, что алгебра А не содержит ни одного максимального 
идеала (регулярного или нет, замкнутого или нет.) 

5) Пусть (αρ, αι, ...) — последовательность положительных чисел, та- 


KUX, ЧТО Q, = |, a за, а lim αἰ — 0. Пусть А — множество фор- 


+= 


m+n mon is Le 
со co 
мальных рядов х = > Epo” © С [[ζ]], таких, что || x || = ра [Ев | agp < -Н oo. 
k=0 k=0 


Показать, что А — коммутативная банахова алгебра с единицей, поро- 
жденная элементом 6, причем единственным максимальным идеалом в А 
является множество всех элементов X ΕΞ A с нулевым постоянным членом 
в разложении по степеням 6. (Заметить, что элемент & квазинильпотентен.) 
6) Показать, что в алгебре C(X) рациональных функций над С мно- 
жество {0} является максимальным идеалом, но не коразмерности [. 
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7) Пусть А — коммутативная банахова алгебра с единицей и χε: X (A). 
Для каждого элемента x € А положим || x ly =I xx) + 1х — x (x) |. По- 


казать, что x +> ||х ||, является нормой, что || ху ||, <I] xIlyllylly Пе |= и 
|х || < [x ||, < 3 || x |], если [lel! = 


8) Пусть А — коммутативная банахова алгебра с единицей, такая, 
что ||1|| =1. Пусть N — множество всех норм в А, эквивалентных исход- 
ной, по отношению к которым А еще остается банаховой алгеброй, а 1 
имеет норму 1. | 

а) Пусть элемент хо @ А таков, что о (хо) <1. Для каждого хе À 


положим 
Lx I’ = int S [а |» 
п 


где нижняя грань берется по всем представлениям X в виде ао-а,хо-... 
... Ч ам (ao, ere Ἐκ ἘΞ Α). Показать, что норма x +> || x ||’ является 


элементом N. (Tak как © (Xo) <1, TO | xp || <& при всех п, откуда 


|х || <] x |.) Показать, что || хо il < 1. 
b) ывести из а), что для каждого элемента x = À имеет место ра- 
венство 


о (<) = inf. n(x). 
neN 


с) Показать, что если единственным элементом в М является исход- 
ная норма в A, то A=C- |. (Применить b) и упр. 7.) 

9) Пусть А — коммутативная банахова алгебра, D — непрерывное ли- 
нейное отображение А в À, такое, что D (ab) = (Ра) b + a (Db) для всех 
а, БЕД. 

а) Показать, что „aa каждого характера y <= X’(A) и каждого 


AGC ряд Q, (a)= У (A"/n!)¥(D"a) сходится; Ar Pa (a) — целая 
n=0 
функция и отображение at> 9, (а) является характером алгебры À. 

Ὁ) Показать, что число @, (а) не зависит от A. (Заметить, что 
|p, (а) | <<[а| в силу а).) Следовательно, % (Da) = 0. 

с) Показать, что D переводит алгебру А в ее радикал. Вывести от- 
сюда новое доказательство упр. 25 f) к $ 2. 

- 10) Пусть D - алгебра всех бесконечно дифференцируемых функций 
Ё (0, 1) > C. 

a) Пусть À — некоторая подалгебра в D, снабженная нормой, относи- 
тельно которой А является банаховой алгеброй. Показать, что существует 
последовательность (Mo, My, Mo, ...) неотрицательных чисел, таких, что_ 
для каждого х = А 

sup | хп) (1) | = | 
SRE ie (t) | О (tn) | 

(Пусть D, — банахова алгебра функций, п раз непрерывно дифферен- 
цируемых на (0, 1). В силу предложения 6, каноническая инъек- 
ция AD, непрерывна; пусть М, — ее норма; если x GA, το 


(Un) sup 1x" (9 |< М» | ||) 
b) а что не существует никакой нормы на D, относительно 


которой D становится банаховой алгеброй. (Для каждой последователь- 
ности неотрицательных чисел (то, пи, ...) существует функция [= D, 


такая, что р. (0) = nm, при всех п > 0. Применить а).) 
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il) а) Пусть А — банахова алгебра, X — некоторый морфизм из Ав С. 


Показать, что | 4 (x) | <|х| для всех x A. (Доказательство то же, что 
и для теоремы 1.) | 


b) Доказать справедливость предложения 6 без предположения о ком- 
мутативности банаховой алгебры А. 


12) Пусть А — банахова алгебра с единицей (хи) — некоторая после- 
довательность обратимых элементов из A, сходящаяся к элементу хе À. 


Показать, что если последовательность (о Ce) ограничена и если 
XnX = XXn при всех п, то элемент х обратим. (В силу следствия предло- 
| --1 — ь 
жения 5 имеет место И р (1 κα 25 x)<p(x; Jo (x, — x); сле- 
довательно, элемент X, X обратим при достаточно больших п.) 
Т 13) Пусть А — банахова алгебра /?(N) (упр. 3). Пусть Ap — nox 
алгебра, образованная теми последовательностями, в которых только ко- 


нечное число членов отлично от нуля. Пусть В — прямая сумма A, и С 
с умножением (р, α) (ο, В) = (fg, 0) для всех f, се Ау, a, BEC и нормой 


I (f, α) = sup ( Fil, {a — δὲ} (η) | 


Показать, что тогда В является коммутативной банаховой алгеброй, 
радикал которой % совпадает с С. (0, 1), а факторалгебра В/У изометри- 
чески изоморфна А. Пусть π' В > BIR — канонический морфизм. Пока- 
зать, что не существует никакой подалгебры B, в В с дополнением δὶ, 


для которой отображение x | Bi: В, >В/ = А является гомеоморфиз- 

mom. (Пусть В, — такая подалгебра. Пусть элемент иье А таков, что 

ир (Е) = 1, ug(k)—=0 для Е 5: Е. Пусть, далее, eg = В; и (eg) = upg. 
co co 


Показать, что eg ΕΞ Ау, что ряд 2 {1/8 сходится в À, HO ряд > ев [Е 
x k=l k=l 
не сходится в В.) 
14) Пусть Q — компактное множество в C?, определенное неравенством 


1 
5 За В + [22 < 1, 


: о 
и пусть А — подалгебра в © (3), состоящая из функций, голоморфных в 0, 
Пусть И—открытое множество, определенное неравенством | 2, |?-{| 20 |? < 1. 
На основании теоремы Хартогса !) для каждой функции f = А существует 


и притом единственная функция f =@(U), голоморфная в U и совпа- 
дающая с функцией | на 2. Показать, что каноническая инъекция из A 
в @ (Q) есть изометрический морфизм A, а его образ является наполнен- 
. ной подалгеброй в ® (9), но отображение X (A) не сюръективно. 

15) Пусть А и В — коммутативные банаховы алгебры с единицей, 
ф — морфизм алгебр с единицей из Ав В, (x,) — семейство элементов 
из А, такое, что замкнутая наполненная подалгебра в A, порожденная 
этим семейством, совпадает с А. Показать, что для того, чтобы X (ф) был 
сюръективным, необходимо и достаточно, чтобы SP, ((Χχ)) = Sp, ((P (x,))). 


(Применить диаграмму (1), n° 5, где правая стрелка соответствует биек- 
тивному отображению в силу предложения 9.) | 

16) Пусть A — коммутативная банахова алгебра, В — банахова алгебра 
непрерывных функций, стремящихся к нулю на бесконечности в простран- 


I) См., например, книгу: Бохнер C, Мартин У. Т., Функции 
многих комплексных переменных, М., 1951 (переменная и предполагается 
там вещественной, но можно ее считать и комплексной). 
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стве X (A). Показать, что следующие условия эквивалентны: (i) A — ал- 
гебра без радикала и Y(A) замкнуто в В; (ii) Я является гомеомор- 
физмом А на 9 (A); (iii) существует постоянная а>0, такая, что | x |? < 
<alx?| для всех x € A. 

| 17) Пусть À — коммутативная банахова алгебра, <$ — замкнутый идеал 
в À, À — каноническая инъекция из 55 в А. Показать, что пространство 
X (ὃ) отождествляется с факторпространством X (A) по отношению экви- 
валентности, определяемому отображением X’(h). (Применить упражне- 
ние 4а) к $ 1.) 

18) Пусть А — коммутативная банахова алгебра с единицей, x — He- 
который элемент из А. Предположим, что наполненная замкнутая под- 
алгебра в А, порожденная элементом х, совпадает с А. Тогда отобра- 
жение XY +> 4 (x) позволяет отождествить Х (А) и Spx. Пусть H — мно- 
жество функций вида Yy на Spx, когда y пробегает всю алгебру А. По- 


казать, что тогда множество Sgp(Spx) (Интегр., гл. IV, 2-е usa. $ 7, 
n° 4) является границей Spx относительно С. (Для проверки того, что 
и (Sb х) содержится в этой границе, применить принцип максимума. 
Обратно, пусть 2, — некоторая точка этой границы; для доказательства 
ее принадлежности к Sep {Sp x) рассмотреть (x im BN когда 21 доста- 


точно близко к 29 в С=5рх.) 

19) Пусть А — коммутативная банахова алгебра с единицей, В — замк- 
нутая подалгебра с единицей в А, Т — отображение y+—> y|B из Х (А) 
в X(B), R— отношение эквивалентности в X (А), определенное отобра- 
жением Г. Показать, что тогда ТГ определяет (в результате перехода 
к факторпространству) гомеоморфизм X(A)/R на Т(Х(А)), и для каждой 
функции = Ур (x) (где x € В) величина |f| достигает своего максимума 
на T(X(A)). 

20) Пусть А — круг |2 | <Т в С, À — множество всех f & ® (A), голо- 
морфных внутри A, A, — банахова подалгебра в @(A), порожденная 
алгеброй А и функцией 2+— | 2 |. Показать, что X (A,) гомеоморфно мно- 


жеству тех точек (x, Xo, хз) = R$, для которых #1 + x =. te Ох. < 1. 
21) а) Пусть (Xa), = À — некоторое семейство переменных. Для ка- 
ждого формального ряда fSC[[X,]], 2, обозначим через ||| сумму 


абсолютных значений его коэффициентов. Пусть А — множество таких 
fe С [[Х) 1] ea, что | [| < + ©. Показать, что после введения обычных 
операций сложения и умножения А становится коммутативной банаховой 
алгеброй с единицей без радикала. 

b) Показать, что для любой коммутативной банаховой алгебры с еди- 
ницей В существует алгебра типа А и непрерывный морфизм алгебр с еди- 
ницей из А на В 

22) Пусть ® — некоторая компактная часть С”. Показать, что ото- 


бражение 
(51, ... Cn) = (51, 5.49 Cn Eu; oom) Cn) 


является гомеоморфизмом компакта Q Ha полиномиально выпуклую KOM- 
пактную часть C2”, (Пусть А = (9), 2, — координатные функции на С”. 
Тогда (2,[Q, 2, | 2) <ien есть система топологических образующих в A, 
а рассматвиваемое отображение есть отображение из Х (А) =® в С”", 
определяемое этой системой топологических образующих.) 


23) Пусть a & (0, 1), © — множество точек (61, Co) C?, таких, что 
[1 [<1, |6. | <1, Qu — множество точек (51, 65) = C?, таких, что 


fol [521 < (Г- а) |5 |+ а: 
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а) Показать, что дополнения к Q и Qu в С? связны. 
b) Показать, что Q является полиномиально выпуклой col Qo. 


(Если (21, ay ЕФи РеЕС [ξι» Col TO существует число & е= С, такое, что 


Е 1=Т и |Р (6, 52) | <|Р(& 8) |; mo | P(E, SH) < sup | P(E, ) |.) 
(51, 62) = La 
24) Пусть А — коммутативная полная локально т-выпуклая алгебра 
с единицей. 
а) Показать, что элемент х из А обратим в том и только в том слу- 
чае, когда x (x) #0 для всех непрерывных характеров % алгебры À. 
Радикал в А является пересечением всех ядер непрерывных характеров 


алгебры А и, стало быть, замкнут. 


b) Пусть в примере упр. 314) к $ 2 5 — идеал, образованный всеми f, 
такими, что [(п) = 0 для всех достаточно больших целых п > 0. Показать, 
что тогда каждый максимальный идеал, содержащий ху, является плотным 


и имеет бесконечную коразмерность. 


$4 


1) Пусть А — банахова алгебра с единицей, @ — группа ее обратимых 
элементов. Показать, что 

а) Подгруппа из G, порожденная exp A, является связной компонен- 
той единицы группы G. 

Ὁ) Для того чтобы элемент χ ΕΞ А представлялся в виде exp y (y ΕΞ À), 
необходимо и достаточно, чтобы он содержался в коммутативной связной 
подгруппе из G. 

с) Для того чтобы элемент x ΕΞ А представлялся в виде exp y (y ΕΞ À), 
достаточно, чтобы 0 принадлежал неограниченной связной компоненте 
С == Sp x. 

2) Пусть А — банахова алгебра с единицей, G — группа ее обратимых 
элементов, G, — связная компонента единицы в G. 

а) Пусть x € À ип >0 — целое число, такое, что x” =e, Показать, 
что x @G,. (Спектр элемента x конечен. Множество таких ЛЕ С, что 
элемент и (À) =Ах + е— Ле обратим, имеет конечное дополнение и, сле- 
довательно, связно. Кроме того, и (0) =е, у (1) = x.) 

b) Предположим, что а А ih el Показать, что каждый 
элемент из G/G,, отличный от нейтрального, имеет бесконечный порядок. 
(Если хеЕС u "eG, το хП==ехриу, y=A, в силу n°9, откуда 
(x exp (— y/n))” =e. Применить а).) 

3) Пусть A — коммутативная банахова алгебра с единицей. 

а) Показать, что если j — идемпотент в А, то exp (21л]) = 1. 

b) Пусть элемент ре À таков, что ехр р =1. Показать, что тогда 
спектр $рр (в силу предложения 8) сводится к конечному числу точек 
вида Zins, п = 7. Для числа A Sp p имеет место равенство 


1 
[exp (p —A1)) 48 = (1 — exp (=A) (Al =p)" 
: | 


Вывести отсюда, что каждая точка из Sp p есть простой полюс функ- 
k 


ции R(A, p). Применяя n° 11, показать, что p= 2in Σ Nyjy, THe 
v=l | 


п... п, SZ, ἃ j,, — попарно ортогональные идемпотенты. 


1 
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Ч 4) a) Пусть В — комплексное банахово пространство, е — точка из В, 


такая, что |е|=1. Показать, что для каждой точки хе В существует 
предел 
lim ar!(le+ ax || — 1); 
a>0, a>0 


обозначим его через @(x). Пусть p(x) = sup (ex). Показать, 
8 £ 


далее, что Ab — полунорма, мажорируемая исходной нормой, и что 
ap (x) =sup|f(x)|, где { пробегает множество всех fe В’ (B’ — двой- 
ственное пространство к В), таких, что |} |=} (e) = 1. 


Ὁ) Предположим теперь, что В, — банахова алгебра, для которой 
е — единичный элемент. Доказать, что | 


ф(х) = Пт a! 105 | ехр (ах) | = 
0 


a>0, a> 
= τ α-! [ορ] exp (αχ) |. 


ева: что 1ос | ехр (а - а”) х| < 
с) Применяя b), показать, что || exp (Ax) | <exp(|A|Y (x)). ee 


функцию Ar >A 2 exp (Ax) по окружности [Al = о, вывести, что 
Il x <p? exp (рф (х)), 
откуда, полагая о = ф (х)”!, получить неравенство 
[х| < exp (x) 


(здесь е, разумеется, означает основание натуральных логарифмов). 
4) Показать, что для каждого ненулевого элемента х из В существует 
функционал | = В, такой, что 


Г(е) == f(x) #0. 


‚ (Применить а) и c).) 
5) Пусть А — банахова алгебра с единицей, хе Аи В — подалгебра 
в A, порожденная элементом х. Для того чтобы Spx сводился к конеч- 
ному числу точек, являющихся полюсами резольвенты, необходимо и до- 
р 


статочно, чтобы dim В < + oo. (Если R(x, A) = я Е, (№) а, где аа = А 
i=] - 

и Р;— скалярные рациональные функции, то из разложения R(x, À) 

в окрестности точки À = 00 видно, что X” являются линейными комби- 

нациями элементов a. Обратно, если dim В < + oo, то существует нену- 


левой полином [= С[Х|, такой, что f(x)=0. Тогда Spx содержится 
в множестве нулей f. Пусть À = Sp x — какой-нибудь нуль функции | (X) 
порядка р; пусть & (г) = [ (г) (2 —A) Р в окрестности точки À и в (2) =1 
в окрестности Зрх "== {7}; тогда g(x) — обратимый элемент из А и 
0 =f (x) eg) = (x) (x — Ae)? Cap откуда (x —Ae)Pe,, =0 и точка A 
является полюсом резольвенты.) 

6) Пусть А — банахова алгебра с единицей, хе A, И — открытая 
окрестность Spx, содержащая только конечное число компонент связ- 
ности U; ЕЕ Г), и fe O(U). Показать, что для того, чтобы FIG 
необходимо и достаточно выполнение следующих условий: 

a) для каждого i, такого, что Sp xf) U; — бесконечное множество или 
содержащее существенно особую точку резольвенты, [ | И; = 0; 

Ὁ) каждый полюс резольвенты порядка р является нулем порядка >p 
‚функции [. (По поводу необходимости этого условия см. упражнение 5.) 
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7) Пусть А — круг |2| <1 8 С. Каждой последовательности (сп), >0 
комплексных чисел, такой, что > [св| < + ©, сопоставим функцию 


п 
O 
(2) == Doc, непрерывную в А и голоморфную в A. Положим ||} | = 
= | | 
= > |c,|. Множество всех этих функций на A оказывается, таким обра- 


n 
зом, банаховой алгеброй А с образующей 2. Показать, что Х (А) отожде- 
ствляется с A, и если | = À, а функция g голоморфна в некоторой окрест- 
ности (À), то и gef. 

8) Пусть А — коммутативная банахова алгебра с единицей и x & A. 
Пусть $ — некоторая часть Х (А), замкнутая в топологии Джекобсона, 
и} — комплексная функция, голоморфная в некоторой окрестности (Ях) (5). 
Показать, что существует элемент y = À, такой, что Yy=—fo¥Yx на 5. 
(Пусть 5 — пересечение ядер всех 4% = $. Использовать функциональное 
исчисление в А/5.) 

9) Пусть 9 — открытая непустая часть в С. Показать, что на про- 
странстве О (Q) не существует нормы, относительно которой © (®) явля- 
лось бы банаховой алгеброй. (Применяя теорему 1 $ 3, показать, что 
функции из О (0) были бы ограниченными.) 

10) Пусть А — банахова алгебра с единицей, x = À и k >0 — целое 
число. 

а) Предположим, что Spx CU и что |Ю (А, х)| --Ο ({(1---|λ| ых 
когда | À| — 1. Показать, что ||х”| +O(|n |*), когда n> + oo. (Для каж- 
дого 6>1 с помощью интеграла Коши получить неравенство 


6” "loge 
ар 08 NE mnt 
(δ — 1)* ы (1870 


где М не зависит от n и ὃ. Положить ὃ =n/(n — А) в том случае, когда 
п > - ©, Ἡ Ô —n/(n + К), когда п —> — ov.) 

Ὁ) Предположим, что |х”| =O(|n|*) при п-> = oo. Показать, что 
Зрх=О и что [А (А, х)| =0((1—14,|)**'), когда |λ|-»1. (Так как 
о (х) = р (х-!) =1, то Spx CU. При |A |< 1 справедливо равенство 


R (A x)= — ri anti Hrn? + Ao ....). 


Теперь остается оценить ||R(A, x). Аналогичным образом поступить 
в случае | А [> 1.) р 

11) Пусть X, (соответственно κο) — множество всех (21, го) & C?, 
для которых 15| 2! р + | 29 F =) (соответственно | 2, Γ = | 29 р = 1). 
Пусть À = X,U {(0, 0)} < С?. Пусть, далее, A= @(X) ua, ao — сужения 
на X координатных функций на C?. Показать, что совместный спектр 
ра (21, 2) совпадает с Х. Построить два различных непрерывных мор- 


физма алгебр с единицей из O(X) в А, переводящих 21 в а, ὅν в Ao. 
(Первый морфизм строится с помощью теоремы 1. Второй получается 
после применения следующей теоремы: для каждой функции f, голоморф- 
ной в некоторой окрестности множества À, существует функция g, 
голоморфная в некоторой окрестности множества Xo, которая совпадает 
с f в некоторой окрестности X, (см. $ 3, упр. 14).) 

4 12) Пусть А — коммутативная банахова алгебра с единицей. 

a) Для каждого конечного семейства J элементов из А пусть $ (7) = 


< Ο — совместный спектр J. Показать, что если J’ содержит J, то кано- 
ническая сюръекция pry y из ον Ha Ge такова, что Pry y ($ (J’)) = S (J). 


27 |х" | < M 
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Таким образом, определен инъективный морфизм @,, из О ($ (Т)) 


в О ($ (7”)). Пусть О (X (A)) — индуктивный предел О ($ (J)) относительно 
@,y (индексами фактически служат конечные части из АЖ М). Канони- 


ческие отображения 
ф,: О ($ (7)) > О (Х (А)) 


инъективны. Наделим © (X (А)) топологией индуктивного предела, порож- 
денной топологиями на O(X(J)). Для каждого элемента а = А коорди- 
натная функция в окрестности $(а)< С определяет элемент 2а на 
О (Χ (A)). 

Непрерывная сюръекция Х (А) -» $ (J) определяет непрерывный мор- 
физм @(S(J)) в @(X(A)). Морфизмы О ($ (Т)) >® ($ (J)) > @ (Х (A)) 
определяют непрерывный морфизм 

ф: O (Х (A) ) > @ (X (4)). 


Этот морфизм, вообще говоря, не инъективен. 

Показать, что существует и притом единственный непрерывный мор- 
физм алгебр с единицей ф из O(X(A)) в А, такой, что 9 (2,)=a для 
каждого элемента а= А (применить теорему 1). Суперпозиция этого 
морфизма с преобразованием Гельфанда совпадает с φ. 

Ὁ) Пусть E — отделимое локально выпуклое пространство, U — слабо 
открытая часть Е и |: ПО >C — некоторая функция. Говорят, что функ- 
ция | слабо голоморфна, если для каждой точки и = Ц существуют слабо 
открытая окрестность Vy этой точки, некоторое замкнутое векторное 
подпространство Fy конечной коразмерности в E и голоморфная функ- 
ция ©, на ри (Уи) FA Py обозначается каноническое отображение Е 
на E/F,), такие, что [| У, = Lu’ Py. Если К — слабо компактная часть U, 
то существуют некоторая слабо открытая окрестность Vie множества К 


в U, замкнутое векторное подпространство F K χομέιμθή à коразмерности 
в E и голоморфная функция gy, Ha рх(Ук) (через р» обозначается 
каноническое отображение E на E/F,), такие, что fl Vig = Er Pr 


Показать, что О (X (А)) является индуктивным пределом О (5), где $ 
пробегает множество слабо открытых окрестностей Х (А) в двойственном 
к А пространстве и где через Ο (5) обозначается алгебра слабо голо- 
‚морфных функций в $, наделенная топологией компактной сходимости, 


$5 


1) Пусть А — регулярная коммутативная банахова алгебра, Ÿ — зам- 
кнутый идеал в А. Показать, что тогда yy и 4/5 являются регулярными 
коммутативными банаховыми алгебрами. 

2) _Пусть А — регулярная коммутативная банахова алгебра без ради- 
кала, τὸ — некоторый идеал в À, x — точка в # (τ), I — множество всех 


x & À, таких, что Ях имеет компактный те не пересекающийся 
с {x}. Показать, что тогда «δ + Ÿ — наименьший идеал Я в А, такой, что 
Я >Зий(Я) = {x}. 

3) Пусть А — коммутативная банахова алгебра, Α΄ — банахово про- 
странство, двойственное к А. Для каждого элемента x = À обозначим 
через p(x) линейный оператор в A’, сопряженный к оператору умножения 
на x B À. Для хе А их’ = A’ положим X * x’ = 9 (x)- x’. Векторное под- 
пространство в A’ называется инвариантным, если OHO инвариантно от- 
носительно всех операторов о (x). 

Показать, что 

а) Для того чтобы элемент х’ из А’был пропорционален некоторому 
ненулевому характеру алгебры А, необходимо и достаточно, чтобы под- 
пространство Cx’ было инвариантным. 


Bers wur en 
>> 
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b) Отображение У --> V0 является биекцией множества замкнутых 
идеалов в А на множество слабо замкнутых инвариантных подпро- 
странств в À”. 

с) Если № — слабо замкнутое векторное подпространство, порожден- 
ное Wı и Wo, где У, и №. — инвариантные слабо замкнутые подпро- 
странства из A’, то 0o(W)=0(W,)Uo(W;) (где через o(W) обозначено 
множество характеров, принадлежащих инвариантному векторному подпро- 
странству № в Α΄. (Применить b).) 

а) Если W — слабо замкнутое инвариантное векторное подпростран- 


ство в A’, то o(W) совпадает с множеством всех таких χ Е À, для ко- 
торых из равенства X + x’ = 0 при всех х’е= W следует равенство (x, 4) = 0. 

е) Если А содержит единичный элемент, то каждое слабо замкнутое 
инвариантное векторное подпространство в А” содержит по крайней мере 
один ненулевой характер. 

Предполагая далее в этом упражнении, что А — регулярная алгебра 
без радикала, содержащая единичный элемент, показать, что 

Ὁ) Если W — слабо замкнутое инвариантное вэкторное подпростран- 
ство в A’, a U — какая-нибудь окрестность множества σ (№) в X (A), 
то № содержится в слабо замкнутом векторном подпространстве из A’, 
порожденном элементами из U. 

с) Если элемент хе А таков, что Ях =| в некоторой окрестно- 


сти o(x’), где хе А’ n o(x’)=0(W), а W — слабо замкнутое инвари- 


антное векторное подпространство в A’, порожденное элементом X’, TO 
x + x’ =x’, (Применить f).) 
h) Если o(x’)~ объединение двух непересекающихся замкнутых 


3 74 / / # 
множеств σι и O,, TO существуют X, хе À , такие, что σ (xi) =o, 


1 2 
/ 7 Vs /᾽ / / 7 / 
в (55) = 0,, x =x, + Xp. (Выбрать xX, = И *Х р Хо == Un * X ‚ где Уи =1 


(соответственно 0) в окрестности о! (соответственно 02), Guy = | (соответ- 
ственно 0) в окрестности O2 (соответственно о1).) 

4) Пусть А — регулярная коммутативная банахова алгебра без ради- 
кала, удовлетворяющая условию Диткина, < — замкнутый идеал в А, 
хе! (1 (5)), Е — граница множества h (Ах). Показать, что если FNA($) 
не содержит непустых совершенных множеств, то хе (воспроизвести 
доказательство предложения 5). 

5) Пусть А — регулярная коммутативная банахова алгебра без ради- 
кала. Предположим, что каждый замкнутый идеал алгебры А является 
пересечением регулярных максимальных идеалов. Пусть хеА. Пусть 
Е — множество нулей ΦΧ. Показать, что тогда элемент X является пре- 
делом при п-> со последовательности элементов вида UnX, где Un & A 
и Yun равно нулю в окрестности множества Р. (Пусть %, — множество 


всех элементов уе A, таких, что YY имеет компактный носитель, не 
пересекающийся с ΓΕ. Тогда x & Ÿ. Применить предложение 4.) В част- 


ности, алгебра А удовлетворяет условию Диткина. 

6) Пусть В — алгебра комплексных непрерывно дифференцируемых 
ункций на интервале (0, 1), снабженная нормой ||} = зир | {| + sup| |. 
усть А — замкнутая подалгебра в В, состоящая из тех f= В, для ко- 

торых [(15) =0. Пусть 5 — замкнутый идеал в A, состоящий из тех 
fe A, для которых f’ (1/5) = 0. Показать, что 

а) Пространство Х (А) отождествляется с (0, 1) = {15} и алгебра А 

регулярна. 

b) § — нерегулярный максимальный идеал алгебры А. 

7) а) Пусть αὶ — множество точек (21, 22, 2з, 24) в C*, таких, что 


2122 = 2, 1<|Z1< 2, Z3 == 2, = 0, 
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Определим аналогично множества ΤΊ и T2 с помощью следующих условий: 
I: 29-2 |2] =Ь Iajlsı 2 =0, 


Г; 2,=2 [2.|=2, [23| ЗЬ 24 = 2. 


Показать, что множество Х = RUT,UT, полиномиально выпукло. (Пока- 
зать, что À есть множество точек (21, 22, 23, 24), таких, что 

2 Е 
--ᾱ als рю Е ао 
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[2,25] <1 и | 2% (24 — 23) | <1 для k=1,2,....) 


Пусть А — замкнутая подалгебра в @ (À), порожденная сужениями Ha X 
многочленов на С*. Показать, что À отождествляется с X (A). 

Ὁ) Пусть Γι, Г. € С — ориентированные в положительном направле- 
нии окружности с центром в 0 радиусов [и 2. Пусть po, μι, У — меры 
на Γι, lo, Γι, определенные с помощью форм dz/z, — 42/2, 42/2?. Пусть, 
далее, и = цо + U, так что и бд у — мера на (Г) Г.) Χ Γι. Обозначим 
через В множество точек === (21, ..., 24) + À, таких, что (21, 23) ΕΞ 
= (Г, Г.) X Γι. Отображение 2 +-> (21, 23) из BB (Г. ОГ.) X Г, является 
гомеоморфизмом; обозначим его φ. Пусть 0 — мера вида ф-! (в @у). 
Показать, что мера о ортогональна к алгебре А. 

с) Пусть g — функция на À, равная нулю Ha RUT, и 23 на To. 


Показать, что тогда | ο 40520 и, стало быть, g @ A. Однако для каж- 


дого значения 2€ À функция g совпадает в окрестности точки г с неко- 
торым элементом из A, Ä 


§ 6 


1) Пусть А — нормированная алгебра, наделенная непрерывной инво- 
люцией. Если положить ||х||” = sup (||х|, ||x*||) для каждого элемента x ΕΞ А, 
то А снова оказывается инволютивной нормированной алгеброй и новая 
норма эквивалентна старой. 

2) Пусть А — коммутативная банахова алгебра без радикала. Пока- 
зать, что каждая инволюция алгебры А непрерывна. (Применить $ 3, 
предл. 6.) 

413) Пусть А — инволютивная коммутативная банахова алгебра 
с единицей, все характеры которой эрмитовы. Предположим, что для 
каждого необратимого эрмитова элемента X = А имеет место соотноше- 
ние | (x — ое! =0(9 (^)-?) при λ-»0 F(A) KO. Показать, что тогда 
каждый замкнутый идеал τὴ алгебры А есть пересечение максимальных 
идеалов. (Пусть @: А-> A/S — канонический морфизм. Пусть элемент 
x & A таков, что @ (x) принадлежит радикалу алгебры 4/5. Достаточно | 
доказать, что (x) = 0. Но этот факт сводится к случаю, когда элемент X 
эрмитов. Использовать упр. 23 с) κ $ 2.) 

4) Пусть А — инволютивная коммутативная банахова алгебра с еди- 
ницей. Показать, что для того, чтобы каждый ее характер был эрмитов, 
необходимо и достаточно, чтобы элемент | + хх* был обратим для каж- 
moro x & А. (Если каждый характер алгебры А эрмитов, то Я (1 + xx*) > 0 
всюду на Х(А). Если некоторый характер X в А He эрмитов, то суще- 
ствует эрмитов элемент XE А, такой, что χ(χ) = i, откуда Y(1 + хх*) = 0, 
и элемент | + хх” не обратим.) 

_ 5) Пусть А — коммутативная банахова алгебра, наделенная инволю- 
цией, такой, что || x*x || =|х|.|х“| для каждого элемента x = A. Пока- 
зать, что тогда А есть С*-алгебра. (Так как || y? || = ||y |? для эрмитова 
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элемента у, TO ||y || =0 (y); замечая, что Sp’ x* = Sp’ x для каждого EA, 
получаем 


II + Il © I] = TX xl = p (х*х) < 0 (x°) р (x) = 9 (x?) < | x II’, 


откуда || хх a 1x = 1x1.) 

6) Пусть A есть С*-алгебра, N — множество ее нормальных элемен- 
тов, <E N, V — некоторая окрестность нуля в С. Показать, что суще- 
ствует окрестность U точки x в М, такая, что для каждого элемента 
у =U имеют место соотношения Sp y & Sp x + Ги Spx € Spy + У. (При- 
менить следствие теоремы 1, предложение 3 из $ 2 и предложение 10 
из $ 4.) 

. ° 7) Пусть A— коммутативная С*-алгебра и x € À. Предположим, что 
С*-подалгебра в À, порожденная элементом X, совпадает с А. Показать, 
что тогда Хх н->Х (x) есть гомеоморфизм Х’(А) на Sp’ x. 

8) Пусть А — банахова алгебра с единицей, x = А и $ = Spx. Πρεπ- 
положим, что существует морфизм ф из ® ($) в А, который переводит 1 
в l u ZB x (через 2 обозначено тождественное отображение 5). Пока- 
зать, что тогда ||ф (7) || >| fil для каждой функции f € ($). В частности, 
если ф непрерывен, то ф взаимно непрерывен. (Можно считать алгебру А 
коммутативной. Пусть А = 5. Существует характер χ =Х (A), такой, что 
A= x (x) = x (9 (z)) = (Х ($) (χ)) (2). Стало быть, X (ф) (4) является харак- 
тером [t+ >/(A) алгебры ® ($). Пусть fe € (5). Согласно сказанному 
выше, существует характер х=Х (А), такой, что | {| достигает своего 
aA SE в точке X(q) (x). Тогда |x (@(f))| = [| и, значит, || p(f) || > 

9) Пусть @ — локально компактная группа. Показать, что если St (G) 
содержит единичный элемент, то группа G дискретна. (Воспользоваться 
ΤΕΜ, что в гильбертовом пространстве L?(G) тождественное отображение 
есть предел по норме эндоморфизмов Y(f), где Y — левое регулярное 
представление и j = L!(G).) 


$7 


1) Для каждого топологического пространства & обозначим через 
Я (©) алгебру ограниченных непрерывных комплексных функций Ha Q, 


снабженную нормой ||}| = sup | f(t) | и инволюцией [+ f. 
te 


а) Показать, что & (0) — коммутативная C*-anreOpa с единицей. 
b) Для каждой точки ¢t@Q и каждой функции [= B(Q) положим 
х.(Р= РО. Показать, что тогда #=-> χ, является непрерывным отобра- 


жением ф (оно называется каноническим) из Q в Х (% (9)). 

с) Показать, что если Q вполне регулярно, TO ф является гомеомор- 
физмом Q на некоторое подпространство, плотное в Х (% (Q)). (Для дока- 
зательства равенства ф(®) =Х (% (9)) показать, что непрерывная ком- 
плексная функция на Χ (8 (Q)), равная нулю Ha ф (Q), есть тождествен- 
ный нуль.) Показать, что Χ (Z (9)) отождествляется с компактификацией 
Стоуна — Чеха пространства Q (Общ. ron., гл. IX, $ 1, упр. 7). 

4) Пусть А — банахова подалгебра-с единицей в (9) и R д 7 OTHO- 
шение эквивалентности в Q: 


[(Е) =[(Г) для всех ÎE À. 


Показать, что насыщение $ компакта К © ® по R, замкнуто. (Пусть 
te 5; для каждой функции f= A и каждого € > 0 пусть Ир; — множе- 
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ство всех Ре О, таких, что |f(t)—f(t)|<e; если fi, ..., fn E À u 
Bin vans Вы 0, 40 


Vee," eee NV; , = ПК = ©; 


следовательно, | Vy, ) ПК =- ©, откуда Ё ES.) 
feA,e>0 
e) Предположим, что пространство Q нормально. Пусть R — отноше- 


ние эквивалентности, заданное на Q, и A= A, — подалгебра в B (Q), 


состоящая из функций, постоянных на классах эквивалентности по À. 
Показать, что R=R,. (Использовать Общ. топ., гл. ΙΧ, $ 4, упр. 15.) 


f) Предположим, что @®@ — компакт. Показать, что тогда К->А, 


является биективным отображением множества отношений эквивалент- 
ности, разбивающих ©, на множество С”-подалгебр в © (9). (Пусть А 
есть С*-подалгебра в € (9) u R=RK,. Показать, что К разбивает Q, и 


применить теорему Стоуна — Вейерштрасса к алгебре функций, непре- 
рывных Ha Q/R, полученной из А переходом к факторалгебре.) 

2) Пусть Q — компакт, À — отношение эквивалентности, разбивающее Q, 
В — замкнутая подалгебра в © (9), содержащая Ар (обозначение из упр. 1). 


Показать, что если f = @ (Q) совпадает на каждом классе эквивалент- 
ности с с некоторым элементом δὲ из В, то [е= В. (Пусть &>0. Суще- 
‘ствует открытая насыщенная окрестность V. точки с, такая, что | fge| Ke 
на Ис. Пусть Ve, ..., Ve, — покрытие ©. Пусть (Wy, ..., Un) — разбиение 


единицы, подчиненное покрытию (Vey ..., Ve.) И состоящее из функций 
алгебры А R Тогда 


= 116е, + ... + #18 с, € В 


u|f—g|<e всюду на ©.) 

3) Пусть ® — компактное пространство и Ag, для каждой точки 
ὢ ΕΞ), — коммутативная банахова алгебра, содержащая единичный эле- 
мент е» с нормой, равной 1. Пусть В — банахова алгебра, состоящая 


из (хо) = Il Ag, таких, что |х| == sup |хо| < + ©. Пусть С — бана- 
@EQ @ = 
хова подалгебра в В, обладающая следующими свойствами: | 
. (i) е == (ев) со EC; 


(ii) если x = (хо) © Cu f ] @ (9), то функция ® + f (©) хо является 
элементом С; | 

(iii) для каждого x == (хо) Е С функция © + | Χω | полунепрерывна 
сверху. 

Пусть À — сумма всех множеств вида Х (Ах). Для каждого харак- 
тера ХЕХ (А) пусть φ(χ) — характер алгебры С, определенный равен- 
ством (X) ((Χω)) = (хо). Показать, что ф определяет биекцию множе- 
ства X на Х (С). (Пусть &=Х (С). Так как ® (Q) можно отождествить 
с банаховой подалгеброй в С, то Ё определяет некоторый характер ал- 
гебры @ (Q) и, стало быть, некоторую точку Wy ΕΞΩ. Пусть х == (хо) Е С 
и у== (yo) = С, причем Χρ, ΞΞ ψῳ; пусть € > 0; имеем || Χω — Yo | < € B He- 
которой окрестности И точки Ωρ; пусть функция |: ® -> (0, 1) равна 1 
в точке @ и 0 вне U; тогда выполняется неравенство || fx — fy | <= 
из которого следует, что |E (fx — fy)|<e, откуда |&(х) —Е (и) | <е и, 
значит, E(x)=E&(y). Отсюда заключаем, что существует характер’ 
x = X (Ay) такой, что & = g (X).) 
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4) Пусть Q — компактное пространство, такое, что банахова алгебра 
Φ (©) оказывается порожденной некоторой последовательностью (jj, jo, ++.) 
идемпотентов. Показать, что тогда функция 


со 


ен # (6) = У 37" (2in (®) — η 


n=! 


разделяет точки пространства © и, следовательно, порождает банахову 
алгебру © (9). 

5) Пусть А — банахова алгебра, определенная в $ 2, п°2, пример 2. 
Пусть © € (0, 1) =Х (А). Показать, что наименьший замкнутый идеал Vo 
алгебры A, такой, что ἦ (τὰ) = {®}, совпадает с множеством всех элемен- 


тов {Е À, для которых f, f’, ..., [6 равны нулю в точке ὦ. (Воспользо- 
ваться $ 5, предл. 4.) Показать, далее, что если ΡΕΞ À, то его канони- 


κ (Le (о) | 
ческий образ в факторалгебре 4/35» имеет норму > (ol . Ал- 
k=0 
гебра Α/Χῳ изоморфна алгебре C [X]/(X"t!). Единственный максимальный 
идеал в А, содержащий 5, совпадает с множеством всех элементов {= А, 
таких, что }(ω) = 0. 
` 6) Пусть А— круг |6 |<Г в С и A— банахова алгебра, опреде- 
ленная в $2, n°2, пример 5. 
а) Показать, что если хе À, то x является пределом в А при И -> oo 
функций вида 


ξ--» tn (Ох (TE). 


Но хи является равномерным пределом многочленов, поэтому & — обра- 
зующая алгебры А. 

Ὁ) Показать, что X (A) канонически отождествляется с Δ. (Применить 
предложение | (vii).) | 

с) Пусть $ — замкнутая часть в А. Показать, что если $ содержит 
хотя бы одну неизолированную точку, то замыкание $ в ‘топологии 
Джекобсона совпадает с А.) 


4) Пусть хе A; положим x" (8) = x (£). Показать, что отображение 
xH> x” является изометрической инволюцией алгебры А, и только те 
характеры в А эрмитовы относительно этой инволюции, которые опреде- 
ляются вещественными точками А. 

е) Отображение x +> x | U есть изоморфизм из А на Р (0). Показать, 
что каждая функция из CR (0) является равномерным пределом веще- 


ственных частей функций из P (U). 

7) Пусть А, (соответственно Ay) — банахова алгебра с единицей, pac- 
смотренная в $ 2, n°2, пример 2 (соответственно 5) и A= А, X Ap. Πο- 
казать, что А — алгебра без радикала, но множество 3 , (A) не является 


ни замкнутым, ни плотным в ® (X (A)). (Применить упражнение 6.) 

Ч 8) Пусть © — компактное пространство, В — банахова подалгебра 
с единицей в @ (9) (относительно индуцированной нормы), разделяющая 
точки (δ. Можно отождествить ® с некоторой. замкнутой частью прост- 
ранства X (В) = ©’. Пусть В* — множество всех обратимых элементов в В. 
Алгебру В называют 105-модулярной, если множество всех функций вида 
105 | [|, где [ΕΞ В, плотно в р (9). (В частности, алгебра В log-Moxy- 


лярна, если функции вида Kf, где] пробегает В, плотны в Gp (9). В самом 


деле, log | ef |= #j.) В дальнейшем предполагается, что алгебра В 
1о5-модулярна. 
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а) Показать, что для каждого характера χ ΕΞ ©’ существует и притом 
единственная мера μχ > 0 на Q, такая, что 


log |x (= | log] Flo) | du, (6) 
Q 


для каждой функции [ΕΞ B*, и, стало быть, такая ‚что χ (|) = | Î (©) du, (©) 


Q 
для каждой функции [ΕΞ В. Имеет место неравенство 


log |x (I< | lol Flo) | их (0) 
Q 


для каждой функции f= В. Условие x (f) = | | (©) dpy(@) для каждой 
| Q 
функции [ΕΞ В однозначно определяет меру Hy. 


Ὁ) Пусть xy = Q’. Пусть, далее, u — положительная мера на ©, причем 
U = LU + Lo, где μι — абсолютно непрерывная, A Ua — сингулярная компо- 
нента относительно Py. Пусть τ — ядро x. Показать, что тогда 


inf [li fran inf [lise au 
PENSE ге 


с) Если хе®’, h— неотрицательная функция из LZ! (py), $ — ядро 
характера %, то имеет место равенство 


inf [1 — ГРА их = exp (| lo ἡ) dx 
τίς Ω 


4) Обозначим через HP (u) замыкание канонического образа В в LP(u), 
где и — положительная мера на ©, ре= (1, of. Пусть хе’ и YJ — ядро χ. 
Показать, что Г? (uy) — прямая (гильбертова) сумма пространства Н? (py) 
и замыкания в L?(u,) канонического образа множества 4} (состоящего 
из всех функций, сопряженных к функциям из $). 

е) Пространство H! (wy) есть множество классов À функций he Z!(uy), 


таких, что | fhdu,—0 для всех функций [= À. 
Q | D 
Г) Если À — неотрицательная функция из Z! (пу), то равенство h=|f |, 


где | =H! (uy) и | Î du, # 0, имеет место в том и только в том случае, 
. Q Ν 
когда loghe 2! (py). | 

49) Пусть 9 — компактное пространство, В — банахова подалгебра 
с единицей в @(Q) (относительно индуцированной нормы). Каждый 
элемент © из @ определяет характер χω алгебры В. Если ὦ, ®’ & Q, то 
мы будем писать @ ~ ®’ в том случае, когда || Χῳ — χω || < 2. 


а) Пусть ©, Θ΄ ΕΞΩ. Показать, что если существует последователь- 
ность (fn) элементов из В, таких, что || м | < 1, | № (©) | -> 1 при п on 
-lim inf | № (©) — fn(@’)|>0, то соотношение @ ~ Θ΄ He имеет места. 

n>% 
(Можно считать, что fn (®) ->1. Рассмотрим gy = (fn — An) (1 — ' δὲ δη θε. 
где Ay — некоторая последовательность чисел из интервала (0, 1 (, cTpe- 
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мящихся к |. Имеет место неравенство || g,|| < 1. Если последователь- 
ность (An) выбрать надлежащим образом, то можно добиться того, чтобы 
вп (®) > Ти gn(o’)>— 1.) 

Ὁ) Пусть А — множество вещественных частей элементов из В. 
Показать, что если ὦ ~ Θ΄, то существует такое число се) 0, 1 (, что 
для каждой неотрицательной функции } из À имеет место неравенство 
f(o) > cf (Θ΄). (В противном случае существует последовательность функ- 


ций |, fo, ... ER, таких, что [м > 0, [в (®’) =Ти р (©) > 0 при nm; 
пусть Sn Е Ви Kgn=—fn. Тогда е Sn = В, | е on |< 1, [еп а 1/9, 
|e En SAS при п — oo, а это противоречит а).) Можно также предпо- 


лагать, что {(®’) > с} (®) для каждой неотрицательной функции f из R. 
Существуют неотрицательные меры α и В на Q, такие, что f (@) — cf (®’) = 


=a(f) и flo’) — ο[(ω) =В(Р) для f= В. Положим из = (1 — с?) 1 (cB + a), 
Hy = (1 — с2)-1 (са +B). Показать, что py (/) =f (0) и By (f) =f (o’) для 
любой функции [EB и, кроме того, 


Chey ЗИ» Chg < Ve: 


с) Предположим снова, что @ ~ @’. Показать, что если U — положи- 
тельная мера на ©, такая, что u(f)=f(®) для всех функций f E В, то 
существует положительная мера u’ на ®, такая, что и’ (}) =} (®’) для 
всех функций {+ Ви си < и’ для некоторого с=) 0, 1 (. (В соответ- 


ствии с обозначениями из b) положить μ΄ = μιν — CU, + cu.) 


4) Показать, что отношение Ὁ ~ ®’ является отношением эквивалент- 
ности. в ©. (Применить c).) | 

410) Пусть Q — компактное пространство, А — банахова подалгебра 
c единицей в © (9) (относительно индуцированной нормы). 

а) Часть К в © называется антисимметрической (относительно А), 
если каждая функция [ΕΞ À, вещественная на К, постоянна на К. Пока- 
зать, что каждая антисимметрическая часть содержится в некоторой 
максимальной антисимметрической части. Максимальная антисимметриче- 
ская часть замкнута. Множество Я максимальных антисимметрических 
частей является разбиением Q. 


b) Пусть 4” — подпространство банахова пространства комплексных 
мер Ha Q, ортогональное к А. Пусть и — экстремальная точка единичного 


шара в AT. Показать, что (минимальный) носитель U антисимметричен. 

с) Пусть f = ® (9). Показать, что если [|KEA|K для любого Κε, 
то [ЕА. (Применить Ὁ) и теорему Крейна — Мильмана.) Найти на этом 
пути доказательство теоремы Стоуна — Вейерштрасса. 

4) Часть E в © называется пиком (относительно А), если существует 
функция f =A, такая, что || {| = 1 и Е — множество всех тех точек ὦ ΕΞΩ, 
для которых f(®)—1. Тогда можно считать, что |f(x)|<1 для x AE 
(заменяя f на (1 + f)/2). ТТоказать, что любое счетное непустое пересече- 
ние пиков есть пик, и если Е, и Es — пики, то ΕἸ U E2 есть пик. (Пусть fy, 


| 1 
ЕЛА и |=! на Е, |f,|<1 на QE; пусть δὶ = (1-[)"е4; 


тогда | — 8:5. =1 на E, ОЕ», |1 — 5162 | <1 на Q = (E, U Εο).) 

e) Пусть Е — пересечение пиков. Пусть <§ — множество всех функций 
fe À, равных нулю на Е. Показать, что тогда отображение f+-> {| Е 
определяет изометрию из Α/ на Al Ε. 

Г) Пусть Е — некоторый пик. Пусть Е’ © E — некоторый пик OTHOCH- 
тельно Α| Ε. Показать, что тогда Ε΄ — пик относительно А. 

_g) Показать, что каждая часть К = Я является пересечением пиков. 
(Применить 4) и 1).) | 
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h) Показать, что если KES, το А|К замкнуто в ® (К). (Приме- 
нить €) и g).) 

i) Пусть А — множество вещественных частей элементов из А. Пред- 
положим, что QE=R и что À HHBAPHAHTHO относительно умножения. 
Показать, что ®@ сводится тогда к точке. (Пусть хо © Q. Для элемента 
u = R существует и притом единственная функция [ΕΞ А, такая, что и = Я} 
и | (хо) = В; положим N (и) = ||} |. Тогда À — вещественное банахово про- 
странство относительно N; теорема о замкнутом графике показывает, что 
умножение в R раздельно непрерывно и, стало быть, непрерывно. Множе- 
ство 5 = R<+iR можно наделить структурой банаховой алгебры. Пусть 
p=Rnup(e)>0 для всех © = ®. Показать, что для каждого характера X 
в $ имеет место неравенство Ay (р) > 0, и вывести отсюда, что log ре= К. 
Предполагая, что (ὁ = {хо}, можно построить функцию FE A, такую, что 
O<AfF<1 на 9, | (хо) ЕВ и норма |{|| сколь угодно велика. Согласно 
сказанному выше, существует функция V & À, такая, что |У = Rj. 
Имеет место неравенство || || < 1, следовательно, N (AV) <2, но норма 


N ((ЯУ)) > (11 V2 + И — | 9V2 (x0) 1) 


сколь угодно велика.) 

j) Показать, что если R инвариантно относительно умножения, TO 
А =® (0). (Применить а), с), h), 1).) Следовательно, если А  @ (8), το 
существует элемент и = À, такой, что и? εξ К. 


ГЛАВА ff 


КОММУТАТИВНЫЕ ЛОКАЛЬНО КОМПАКТНЫЕ 
ГРУППЫ 


Всюду в этой главе через С обозначается коммутативная локально 
компактная группа, снабженная мерой Хаара; последняя будет обозна- 
чаться, если не оговорено противное, через dx. Пространства LP (С, dx) 
будут обозначаться LP (G). 


$ 1. Преобразование Фурье 


1. Унитарные характеры коммутативной локально 
компактной группы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Унитарным характером группы G назы- 
вается непрерывное представление G в мультипликативной 
группе U комплексных чисел, равных по модулю 1. 


Другими словами, унитарный характер — 3TO непрерывная 
комплексная функция X на G, такая, что 


X(xy)= x(x) xy), |х(х)|=1 (х, уе 0). 


Заметим, что каждое ограниченное непрерывное представ- 
ление группы С в Οὗ является на самом деле унитарным 
характером. 

Ясно, что произведение двух унитарных характеров, 
обратный к унитарному характеру, а также функция, тожде- 
ственно равная |, суть унитарные характеры. Следовательно, 
множество С всех унитарных характеров группы С образует 
группу относительно умножения, причем эта группа комму- 
тативна. С другой стороны, отображение (x, x’) > хх” ' = 4” 
непрерывно в топологии компактной сходимости, и группа G, 
снабженная топологией компактной сходимости, становится 
топологической группой. 


~ 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Топологическая группа С называется 
двойственной к группе G. 
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Так как группа С локально компактна, то отображение 
(x, £)-> À (x) непрерывно на произведении G Ж G (Общ. Ton., 
ra. X, 2-е изд., $ 2, теор. 2). 

Пусть Н — гильбертово пространство размерности | и 
% — некоторый унитарный характер группы G. Отображение, 
которое каждому X = G ставит в соответствие гомотетию Β H © 
с коэффициентом X(X), является изометрическим непрерыв- 
ным линейным представлением группы G в Н. Обратно, 
каждое изометрическое непрерывное линейное представление 
группы С в Н получается таким способом. Положим тогда 
для pe M'(G) 


(1) Ä x(u)= | x (x) du (x). 
a G 

Из предложения 11, Интегр., ra. VIII, $ 3, следует, что 
отображение μι-»χί(μ) является ненулевым характером инво- 
лютивной банаховой алгебры A'(G). Таким образом опреде- 


ляется отображение, называемое каноническим, группы G 
в X('(G)). Кроме того, имеет место равенство 


χίμϑ-- [ne )aad- [an x) 
| G G 
и характер +> χ(μ) является эрмитовым. 
Сужение этого характера на инволютивную банахову под- 
алгебру [Л (С) дает эрмитов характер 5, алгебры [1 (С); для 
каждой функции [= [1 (С) имеет место равенство 


(2) (= | F(x) x(x) ах. 


Заметим, что 5, 52 0: если функция | = #(G) стремится 
к мере Дирака г, в пространстве @’ (С), снабженном слабой 
топологией (Интегр., гл. VIII, § 2, следствие | леммы 4), 
то Z,(f) стремится к Х (ве) = 1 == 0. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Отображение j: at, есть гомеоморфизм 
группы G на X(L!(G)). B 

В самом деле, так как G — ограниченная yacrb-B L™(G), 


то инъекция С в пространство L”, снабженное слабой топо- 
логией o(L™, L'), непрерывна. Стало быть, отображение j 


непрерывно. Если 4 = G u fEL!(G), то равенство 
6, (ex *Р = (х) 5, (Ὁ 


показывает (при выборе такой функции ], что 5, (|) #0), что. 
| — инъективное отображение, 
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Пусть беЕХ(П(()) и функция [= (С) такова, что 
2 (1) 5:0. Для хе С положим 


(3) K(x) =O (es * N/E (7. 


Tak Kak отображение xH>e,*f группы Св Л (С) непре- 
рывно (Интегр., гл. VIII, $ 2, предл. 8), то функция x непре- 
рывна. В то же время из неравенства 


Ιχ(κ)|«-|ε.«|{1ζ(}!|--[ ΤΙ! | 


следует, что она ограничена. 

Пусть теперь 3) — база фильтра окрестностей элемента е, 
состоящая из компактных окрестностей. Для каждой окрест- 
ности У = Ὁ пусть gy — какая-нибудь положительная непре- 
рывная функция, равная нулю вне И, с интегралом, равным |. 
Известно (Интегр., гл. VIII, $ 4, предл. 19), что 


e,*/ = Шт ex*gy*f 
(предел в пространстве L!(G) берется по фильтру). Так как 
С (еж ву*Й == 5 (ежу) 5 (Г), το 

x (x) = Шт &(e,*gy), 
и для каждой функции he L'(G) 

C(e,*h) = lim (e,xgy*h) = (тб (e,*gy)) 5 (п) = x(x) (A). 
Следовательно, для любых x, y = С имеет место равенство 
x (ху) = ζ(ε«νεγ«])/ς (Ὁ = x (x) ξ (ενεἣ/ζ (ἢ = x(x) x (y), 

и % оказывается унитарным характером группы С. Кроме 
того, если g = [1 (С), то gx} = | (¢,*/) g(x)dx в L!(G) (Интегр., 

гл. VIII, $ 1, предл. 7), откуда 


ζ(ο) (Р =6 (g*i) = | ζ(ε.«ῇ g (x) ах = 
---0) [ χ(χ) g (x) dx --ζ, (ο) ξ (ἢ 


и, стало быть, ξ--ζχ. Таким образом, отображение | сюрз- 
ективно и, следовательно, биективно. 

Наконец, множество W всех элементов 6’ = X(L!(G)), 
таких, что 5/(р) 40, есть открытая окрестность точки ξ в 
Х (11 (С)). Если 6’ @W, то в силу сказанного ранее 


кие, 0. 


Пусть К — компактная часть группы С. Множество всех 
функций вида e,*f для ΧΕΕΚ является тогда компактом 
в L!(G). Так как X (G)) ограничено и, стало быть, равно- 
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степенно непрерывно в L”(G), то ζ’ (6..|]) сходится равно- 
мерно на Кк C(e,#/), когда 5’ стремится к πο W (Общ. 
Ton., гл. Х, 2-е изд., $ 2, теор. 1). Отсюда немедленно сле- 


дует, что отображение | ' непрерывно, чем и завершается. 


доказательство. 


Теперь мы будем отождествлять каждый унитарный 
характер х группы С с характером > | F(x) x(x) ах ал- 
гебры L!(G). 


Замечания. 1) Мы убедились в том, что отображение | 
биективно. На самом деле (это будет показано в другом 
выпуске) имеет место более общее утверждение о соответ- 
ствии между непрерывными представлениями локально 
компактной группы Н и непрерывными представлениями 
алгебры L'(H). Ν 

2) Каноническое отображение группы G в X(#'(G)), 
вообще говоря, не является сюръективным ($ 2, упр. 14). 


СЛЕДСТВИЕ |. Каждый характер алгебры L'(G) эрмитов. 
Каноническое отображение пространства X(St(G)) (гл. 1, 
§ 6, n°7) в X(L!(G)) является гомеоморфизмом. 

Первое утверждение — прямое следствие предыдущего. 
Второе вытекает из первого и следствия предложения 10, 
ΓΙ; 1, 8 6. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Топологическая группа С локально кол- 
пактна. 


В дальнейшем мы будем отождествлять G, X(L!(G)) и 
X (St(G)). Через (À, x), где хе С, Хе = G, обозначим комплекс- 


ное число £(x). Если (8, х) =1, то говорят, что хи καὶ орто- 
гональны. Пусть А — некоторая часть С (соответственно G); 


множество всех элементов группы G (соответственно G), орто- 
гональных к А, является, очевидно, замкнутой подгруппой 


в С (соответственно С) и называется аннулятором A; мы 
будем обозначать его через At. 
Для x = С отображение £+> (X, X) есть унитарный харак- 


тер (x) локально компактной коммутативной группы G; 
этот факт немедленно следует из определения умножения 


в Си того обстоятельства, что отображение (x, Х)=>(%, x) 
непрерывно. Мы можем, таким образом, определить отобра- 


en 


жение n группы С в ее вторую двойственную группу G, 
называемое каноническим отображением. Отображение η 
оказывается непрерывным, и для любых x, уеС имеем 
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n(xy) = n(x) n(y); это следует из непрерывности отображения 
(x, À) (À, x) и предложения 9, Общ. Ton., гл. X, 2-е изд., 


§ 2. Итак, каноническое отображение n из G в G, опреде- 
ленное равенством 


(η (κ), A) = (А, x) хЕС, AEG), 


является непрерывным морфизмом группы G в Ц. Мы уви- 
дим (теорема 2, n°5), что отображение n в действительности 


представляет собой изоморфизм группы G Ha G. 


2. Определение преобразования Фурье 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Преобразованием Фурье меры u = N'(G) 
называется функция F Gu=F yp (обозначаемая иногда через 


u) на Ц, определенная равенством 


(4) (Fue) = | @ Haut. 


Копреобразованием Фурье меры ц называют функцию F μ 
Ha Ω, определенную равенством 


(5) (Fu) (2)= | (4, x) du (2). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Преобразование Фурье F и копреобразо- 


вание Фурье % являются морфизмами инволютивной алгебры 
M'(G) в инволютивную алгебру ограниченных непрерывных 


функций на G. 
Как мы видели в n°l, отображение ur> | (£, x) du (x) 
есть эрмитов характер алгебры M'(G). Orciona немедленно 


следует, что Я u YF — морфизмы инволютивной алгебры 


A (G) в инволютивную алгебру комплексных функций Ha G. 
Кроме того, 


IE | <i, 


откуда видно, что функции Fu (и, аналогично, Fu) ограни- 
чены. Наконец, если Х стремится к À, BG, то функция À 
на С стремится к Ху равномерно на каждом компакте, оста- 
ваясь ограниченной числом |. Отсюта следует, что (Fp) (%) 
стремится к (Fu)(£o) для каждой ограниченной меры μ. 


Следовательно, Fp (и, аналогично, Fu) непрерывны, 
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Отметим следующие полезные формулы: 


(7) (Fu) (4) = (Fp) 1) = (Fa) (2); 
(8) Full = F we Зы 
(9) | (Fe,) (X) ых 62 ai 


(Fe,)(2) = (8, x) 
(в частности, Fe, — Fe, = 1); 
το (F (eu) )(2) = & 9 (Fw) (9), 
(Я (ε.«μ)) (8) = (%, x) (Fu) (8); 
(11) IR в) = =, 
| Я (+в) = &:-1*8 р. 


Из всех этих формул не очевидны разве лишь фор- 
мулы (11). Они следуют из равенств 


FEW) |) κ) du (x)= 
— | GET, x) du (x)= (Fu) (92-1) = (er Fu) (9). 
Путем сужения Ha подалгебру L!(G) определяются пре- 


образование Фурье и копреобразование Фурье Ha L!(G). 
Следовательно, для | = L'(G) имеют место равенства 


(Ff) (4) = | STR) dx, 
(Ff) (2) == | (2, x) F(x) ax. 


Каноническое отображение группы G 8 X(L! (G)) является 
гомеоморфизмом (предл. 1), и копреобразование Фурье, если 
отождествить G u X(L!(G)), становится преобразованием Гель- 
фанда. Однако X(MN!(G)) не отождествляется с G. 


(12) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Преобразование Фурье и копреобразо- 
вание Фурье суть инъективные морфизмы инволютивной 


алгебры L!(G) в инволютивную алгебру @°(G) непрерывных 
функций, равных нулю на бесконечности в G. 


Это утверждение вытекает из свойств преобразования 
Гельфанда (гл. I, $ 3, предл. 2), предложения 2 и того об- 
стоятельства, что [1 (С) — алгебра без радикала. 


Замечание. В отличие от преобразования Фурье на 
Л‘ (С), преобразование Фурье на L'(G) зависит от выбора 
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меры Хаара dx. При замене dx мерой adx(a>0) новое пре- 
образование Фурье функции j —L'(G) становится равным 
а. Ff. 

Рассмотрим С“”-алгебру St(G) группы G и отождествим 
[Л (С) с некоторой плотной подалгеброй в St(G). В силу след- 
ствия | предложения | и теоремы 1, гл. I, $ 6, преобразова- 
ние Фурье и копреобразование Фурье продолжаются по не- 
прерывности до изоморфизма С“-алгебры St(G) πα @ (С), 


обозначения F и F сохраняются; разумеется, изоморфизм F 
есть преобразование Гельфанда для St(G). 


3. Теорема Планшереля 


Обозначим через A(G), или просто A, векторное подпро- 
странство в L!(G), порожденное функциями вида | «ο, где f, 
а= Г (6) П 1” (б). Так как Ι,1ῃ [2 — идеал в L!, то А — идеал 
в ΙΙ, содержащийся в L'NZ?. Поскольку (41) * (tg) = ἃ (| * в) 
для EG, fell, gel (Интегр., гл. УШ, $ 3, предл. 6), 
то ХИ = À для всех HEA. 


JIEMMA 1. Существует база фильтра Ὁ на ANF (GC), 
такая, что | 

(i) =. =ШтзфаАх в пространстве ©’ (G), снабженном топо- 
логией равномерной сходимости на компактных частях про- 
странства © (G); ie 

(ii) img Zp=1 в топологии компактной сходимости на G 
и | Fol. <! для каждой функции φ, принадлежащей какому- 
нибудь множеству из DB; 

(iii) limg@*/==/— в пространстве LP(G) для любого 
pel, -- οοἵ и каждой функции |= L’ (G). 

Действительно, пусть % — база фильтра окрестностей 
элемента е в G, состоящая из симметричных компактных 
окрестностей, содержащихся в некотором фиксированном 
_ компактном множестве. Пусть À EB, и Χ' — множество всех. 


функций Е.Л, (С), таких, что supppcX и [ px) dx = 17 


пусть À” — множество всех элементов вида ф*ж\ф для VE À’. 
Тогда Х’с АПЛ (С), и множество Ὅ, состоящее из всех 
таких X”, является базой фильтра на АПЛ (G). Свойство (i) 
(соответственно (11)) следует из Интегр., гл. VIII, $ 2, n°7, 
след. 1 леммы 4 (соответственно $ 4, n° 7, предл. 20). Ком- 
пактная часть в С является компактной частью в &(G); 
следовательно, (i) влечет за собой равенство limyF ф=1 
в топологии компактной сходимости на @. Вторая часть 
утверждения (1) очевидна. 
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Пусть |, gEL!(G)NI? ige Для каждой функции gESt(G) 


имеют место соотношения: [= [7 (С), |1Φ «|; ЗФ ИР 
и (ф*«) + = Φ κα trax: Ἐ, < 6, n°7, формула (13)). В силу 
Интегр., гл: I, $ 4, предл. 15, P * #(f+ £) есть. функция ИЗ 


@(G) и Here неравенство 
Ip + (7 * 2) lL, SAIT le glee 


Таким образом, для [Е А и pæSt(G) справедливо COOT- 
ношение px/ EEG) и pr>(pxf)(e) есть непрерывная ли- 
нейная форма на St(G). Из того, что Я — изоморфизм St(G) 


-. на @9(G), вытекает 


JIEMMA 2. Для каждой функции TEA существует и при- 
том единственная ограниченная мера р; на С, такая, что 
для любой {= St(G) справедливо равенство i : 


a): (ox f) (e) = ] (Fo) dur. 


Пусть теперь Г, τ. любой функции gel! (G) 
имеем тогда 


(14) (91-ш)(9Ф= ] (F 9) (FT) due = [ва 


= (0+6). 
Из того что (ф*[) * g=(p*g)*f u 9 (L!(G)) плотно в <") 
применяя (14), выводим равенство 
(15) (FD = (Fe) my (À ge A). 
Пусть ©; — открытое множество в С, состоящее из тех ЕСД, 
для и (Ff) (4) == 0. Пусть φ-- характеристическая 
функция множества G— —Q,. Для каждой функции gE À, 
учитывая (15) и Интегр., гл. V, 8 5, n° 3, теор. 1, имеем 


[Fam [May | 


B силу леммы 1, А плотно в St(A), следовательно, Я (А) 


плотно B $5 (С); из этого замечания и предыдущего равен- 
ства выводим, что P+ p=, т. е. что мера п; сосредоточена 


на множестве Qs. Пусть у; — мера на Q, плотности (Я fy? 

по отношению к и; | Qs. В силу (15), νε! (Q Π Ως) = νε! (Qs 1 Ωρ). 
Поскольку ¥.(A) плотно в @°(G), множества Q; для [SA 
образуют открытое покрытие G. Далее, существует един- 


ственная мера v на G, такая, что для каждой функции 
[= À имеет место равенство И fe 


5 Sax, 1236 
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Если Î € À, то 
A ш= (Я Ру. 
Действительно, каждая из частей равенства (16) представляет 
собой меру, сосредоточенную Ha Q;, и сужение каждой 
из этих мер на ©; совпадает с (Ff):v; В частности, 
Ffe L'(G, v). Напомним, что, с другой стороны, FfeP"(G). 


Стало быть, 7 fe L?(G, у). 
Формула (13) может быть теперь записана следующим 
образом: 


(17) (p «f)(e)= | (F 9) (FI) dv, 
G 


где geSt(G), ЕЛА. В частности, для f, GEA 
(18) [(ῃ(9Γᾳ) ἄν --([» δ) (= | F(x) g(x) de. 
G G 


Покажем теперь, что мера у инвариантна относительно 
сдвигов на группе G. Пусть ХеЕС. При замене функций | 


и с из А на функции <-/ u <-g интеграл [ FO) g(x") dx 
не изменится. Поэтому, в силу (18), G 

ν (Ff) (F g)) =v (le * Ff) (ex «ΘΕ ϱ)) = 

= ve, + (FD (Fe) =(e,-1 * v) (Ff) (Fg). 


u, (Fg) = (FT: (ε,--:» ν) (Fg). 
Отсюда, вспоминая, что F (A) плотно в #0 (С), выводим ра- 


венство 
и; = TT: (e,-1* v), 

справедливое для каждой функции f= A. Таким образом, 

мера &,-ı*v индуцирует Ha ©, меру у, и, значит, E,—1 * V =v. 

Поэтому мера v отличается Frs постоянным множителем 


от меры Хаара на G. Формула (18), которую, полагая g=f, 
можно привести к виду 


(19) [1918 ἄν-- [1FP dx, 

a а 
показывает, что этот множитель положителен. Стало быть, 
у — некоторая мера Хаара на G- 


Иначе говоря, 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Мера Хаара v на С называется accouu- 
ированной с исходной: мерой Хаара на G. 
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Впредь через dk мы будем обозначать меру Хаара на G, 
ассоциированную с мерой dx. 


Замечание. Если заменить меру dx мерой a-dx, то 
свертка двух элементов |, gEL!(G) заменится выражением 
af *g, а преобразование Фурье Я] перейдет в а91. По- 
этому и; не изменится, а мера ν перейдет в a~'y. Стало 


быть, мера Ах © dÂ на GXG не зависит от выбора меры 
Хаара ах. 

ТЕОРЕМА 1 (Планшерель). Если feLl'(G) L(G), то 
FieL?(G). Отображение f—>Ff из L!(G)NL?(G) в L?(G) 
однозначно продолжается до изометрии пространства ЕО) 


на L2(G) (С u С снабжены мерами ах и dÂ). 
Для доказательства заметим, что в силу (19) сужение 7 
на А представляет собой изометрию пространства ACL?(G) 


на подпространство & (A) в L2(G). Так как А плотно 
в L?(G) (лемма 1), то Я однозначно продолжается до H30- 


метрии Ф пространства L?(G) на подпространство в L? (G). 
Для доказательства равенства Ф(12(6)) = L?(G) достаточно 
показать, что Я (A) плотно в [2 (С). Пусть À — элемент из 
[2 (С), ортогональный к F (А). Если f, g & À, το (Ff) (Я ϱ) = 
=F (f*g)eF (A); следовательно, функция h- (Я]) ортого- 
_нальна к Ява. Поэтому h-(Ff) ортогональна к F(A) для 
любой функции [EA. Но й: (Я) =Г(() и Я (А) плотно 
в @°(G); стало быть, функция A-(Ff) локально нулевая 
относительно 4%. Поскольку множества ®; образуют откры- 
Toe покрытие пространства G, отсюда следует, что A ==0, 
чем и доказывается наше утверждение. 

Пусть TEL!(G)NL?(G). В силу леммы 1, существует 
фильтр 3 на A, сходящийся к | одновременно в L!(G) и 
[2 (С). Имеем | 

Ф( = ть, ,O(g) =lims, , Fe в L?(G) 
| и Ff=limseZg в @(G): 
следовательно, F =Ф], чем и завершается доказательство 
теоремы. 


Мы будем обозначать изометрию пространства [7 (0) 


на L?(G), указанную в теореме 1, по-прежнему через 7 и 
сохраним за этой изометрией название преобразования Фурье. 


Аналогичным образом, продолжение изометрии F Ha [7 (0) 


будет по-прежнему обозначаться F и называться копреоб- 
разованием Фурье. | 


5* 
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4. Формула обращения Фурье (предварительный случай) 
Поскольку Я — изометрия из L*(G) на [2 (С), получаем 
(ΠΙ ϱ) = (Я Fe) 
для любых элементов [, се? (С). Иначе говоря, 
(20) (+ 8) (@)= | ЯК Fg (eae. 
Выбирая, в частности, f, ве L(G) L2(G), получим 
Ff Fg=F (+8) SL'(G). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Если |ЕА, το FfeL! (С) и для всех 
xeG 


(21) f(x) = ] (4, x) (Ff) (2) dz 


(«формула обращения ο. 

_ Действительно, формула (20) немедленно приводит к фор- 
муле (21) при х==е; чтобы получить общий случай, доста- 
точно функцию | заменить функцией в,-1 * |. 


А 
Если мы рассмотрим теперь вторую двойственную группу G 


к группе G и каноническое отображение n из G в G, то 
сможем записать формулу (21) в виде 


(22) f=(FFf)on для всех FEA. 


Замечание. Пусть Ел (0) Г [2 (0). Полагая [= FF on, 
получим функцию, непрерывную и ограниченную Ha G. Для 
всех се [1 (С) [] L?(G) имеет место равенство 


(23) [ g(x)i(x)dx= | «фах [ Ce, 2) F (2) d= 
РИ: G 2 


G 
= ] F g (9 F (8) аз, 


получающееся в результате применения теоремы Лебега — 


Фубини к функции g(x) Е (Αα) «ἃ, x), интегрируемой на GXG. 
Далее, имеет место неравенство 


=) дах F eh ЛРЬ=ИаЬ ИР 


из которого следует, что f= L?(G). С другой стороны, при- 
меняя теорему 1, имеем 


PORC | FE@FI (2) a2 = ET OI! 
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Сравнивая последнее равенство с равенством (23), мы ви- 
num, что F—#) Β [2 (С) и что [=FFfon. 

Обратно, если f = L?(G) u Ff = L(G), то можно приме- 
нить предыдущее к функции Е =] и заключить, что f 


почти всюду совпадает с непрерывной функцией (FF) oy. 
Иначе говоря, формула (22) остается справедливой и для тех 


fe L?(G), для которых 45] S [1(0). 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Банахова алгебра L'(G) регулярна. 


Достаточно показать, что если Р — замкнутая часть G и 


X — какая-нибудь точка из С, не принадлежащая P, то су- 
ществует функция f]=L'(G), такая, что функция FF paBHa 
нулю на Р ине равна нулю в точке X. Поскольку, в силу (11), 
F (yf) =e,*Ff, можно без ограничения общности считать, 


что χ-Ξ6, где е — нейтральный элемент в С. В таком слу- 
чае существует симметричная компактная окрестность U 
точки 6, такая, что U?NAP—=G. Пусть Е u Е, — две неот- 


рицательные непрерывные функции на G, равные нулю вне U 
и положительные в точке 6. Функция F3 <p * Ро равна нулю 
на множестве P, а в точке е положительна; поэтому доста- 


точно показать, что Fe FL'(G). Ho так как FRE [1 (С) П 
ВО) IT, 2; 3,70 можно применить приведенное выше 
замечание. Полагая |, —ÆF;om, найдем, что ре L?(G), 


Е; =]. Кроме того, 
59 (Ре Ро Е: В) од = 
= (ЯР; от) (FF т) =, 
откуда f= (С) и РЁ =9Яр = FL (GC). 


5. Теорема двойственности 


ТЕОРЕМА 2 (Понтрягин). Пусть 4х — мера Хаара на С, 


ассоциированная с dk. Каноническое отображение η из ав G 
является изоморфизмом топологических групп, переводящим 


dx в dx. Если с помощью этого изоморфизма отождествить 


А 


С и С, то копреобразование Фурье из [2 (С) на L?(G) и npe- 
образование Фурье из L?(G) на [2 (б) окажутся взаимно об- 
ратными. 


Покажем сначала, что отображение N) инъективно и яв 
ляется гомеоморфизмом G на n(G). Для этого достаточно 
роказать, что для каждой окрестности U элемента e B G 
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у А 

существует окрестность № элемента е в G, такая, что 
(И) < И. Пусть У — симметричная компактная окрест- 
ность элемента е в С, такая, что У? < U, и пусть | — нену- 
левая функция из М. (С) с носителем, содержащимся в И. 


Положим в={*]. „Тогда g & À, suppgcU и g(e)>0. Так 
как топология на С есть топология простой сходимости на 
ГЛ (С) (предложение |), то существует окрестность W эле- 


мента ев С, такая, что 

А А 

κε = (Я, )— (Fe, г) |< а(е) 
(напомним, что F gel! (G) (предложение 4)), т. е. такая, 


UTO 
хе! >| (99 2) (x) —(FFg)(e) |< > (e). 


Если req (W), то, в силу (22), 
| g (x) — 8(е)1<5 g (e), 


откуда g(x) Æ0n xEU, так как suppg CU. 
Далее, n(G) — локально компактная подгруппа в G; а сле- 
довательно, замкнутая в G (Общ. топ., гл. Ш, 3-e изд., $ 3, 


след. 2 предл. 4). Если бы существовал элемент EG, Ta- 
KOH, что x&n(G), то существовала бы (предложение 5) He- 


нулевая функция | € L(G), такая, что | НС, DAB 


для всех хе G. Тогда, в силу теоремы Лебега — Фубини, 
для любой функции ие=[1(С) выполнялось бы равенство 


[ P(e) (Fu) фаз = [ ибдах [| К, Dar=0, 


откуда следовало бы, что [(£)d£=0, что абсурдно. Стало 

быть, (6) = ἃ. Формула я доказывает, что 1) 9$ — изо- 

метрия из L2(G, 4%) на [2 (С, 1 (4х)), следовательно, dx — 
a 


—=n(dx); 2) если отождествить G и С с помощью канониче- 


ского отображения M, TO F oF окажется тождественным 
отображением пространства L?(G). Теорема доказана. 


В дальнейшем мы будем отождествлять G и G. 


Пусть G, G’— локально компактные коммутативные 
группы и ф— отображение из GXG’ BU. Для каждого 
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элемента хе С (соответственно X EG’) пусть a, (соот- 
ветственно Pr) — функция х’->Ф(х, x’) (соответственно 
х->Ф(х, x’)) на С” (соответственно С). Предположим, что 
отображение х-->а, является изоморфизмом топологической 


группы С на топологическую группу G’. Тогда, в силу тео- 
ремы 2, отображение x’+> fy является изоморфизмом топо- 


логической группы G’ на топологическую группу G. В таком 
случае топологические группы G и G’ называются двойствен- 


ными относительно ф, и мы отождествляем каждую из 
групп G, С’ с двойственной к другой. 


6. Непосредственные следствия теоремы двойственности 


Теорема Понтрягина показывает, что топологические 


группы С и С играют симметричные роли и что относительно 
пространств L? преобразование Фурье и копреобразование 
Фурье взаимно обратны. Кроме того, имеется естественное 


соответствие между преобразованиями Фурье на Си С. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть a= M\(G) и ВЕ. АД! (G). Toeda 
имеют место равенства: ~ 


(24) [ FB(x) da (x) = | Fa (+) dB (2), 
G G 


(25) F (Fp-a)=f* Fa. 


Докажем равенство (24). Имеем 


[ FB(x)da(x)= | da(x) | ©, х)4в(%). 
б G @ 


Из этого равенства немедленно вытекает (24), если вос- 


пользоваться тем, что функция (%, X) интегрируема на С XG 
по мере а © В, и применить теорему Фубини. 


Докажем равенство (25). Пусть À = С. Имеем 


(F (Fp-0)) (8) = [ED 
; 


= | ‘hs x) da (x) | (9, х) aß (9). 
6 ῥί sl 
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В этом случае функция (fÿ7', x) также интегрируема Ha 
ах G по мере a © В, и теорема Лебега — Фубини дает 


(F (9В-а)) (2) = [ dB) | GIS χ) da(x) = 
Par re 
= | Fa IN) dB (9) = (8 + Fa) (2). 
G 


`. Следствие. Отображение F инзективно на A'(G). 

Действительно, если %а=0, то для любой функции 
f =L'(G) выполняется равенство а (9 =0. Остается заме- 
тить, что Я (L!(G)) плотно в ΦΟ(Ω). 


Существует много других функциональных пространств 
на Си G (помимо пространств |), для которых ¥ и 


$ — взаимно обратные изоморфизмы. Например, имеет место 


ТЕОРЕМА 3. Пусть B(G) — множество функций | = L'(G), 
таких, что FfeL'(G). Тогда F |B(G)— биекция из B(G) 
_на В(С) и обратная к ней биекция есть F | В(С). 

Пусть f = В (С). Тогда Ff = L' (С) ῃ Φο(Ώ) ςΞ L, (ὦ) N L(G). 
Положим f’ =$¥Ff SL? (e). Для каждой функции ge X (G) 
имеем 

(Г, Fay=(FelPy=(el\FPM=Fh =, Fe). 


Отсюда следует, что Г —/feL'(G) и Я9{!еВ(0). В то же 
время, как легко видеть, (F | Β (Ω)) ο о (Я | B(G)) — тождествен- 
ное отображение множества B(G). Меняя ролями С и G, 
завершаем доказательство теоремы. 


Замечание 1. Справедливо соотношение 
(FeL(G) и Я} = 11 (6)) [= 11 (6) ПЗ (L(G). 
Действительно, из теоремы 3 следует, что 
| δελ). ре рб) те (0) NF (LÉ) 
Обратно, если [= Л (С) и {== в, где в е= [1 (G), το g=B(G) 
и, значит, / = B(G) в силу теоремы 3. 


Замечание 2. Множество B(G) является’ алгеброй и 
относительно умножения, и относительно операции свертки. 
В самом деле, если 7, g =B(G), то f*geL'(G)uF (+5) = 
=) (Я 5) ΞΕ}, (С), поскольку, например, Я{е /1(С) и 
F g =6"(G). Стало быть, fxgeB(G). С другой стороны, 


oe | 
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Îg=L'(G), так как fEL'(G), а g=#°(G), кроме того, 
f=Ff и g=Fg, где P, g В(@); следовательно, fg == 
=F (fx g’) и, значит, [fg = В (С). 

Отметим также, что Я переводит свертку в произведе- 
ние (и обратно) в В (С) и В (С). 

Впрочем, формула Я (fg)=(¥/f)*(¥F¥g) справедлива и 
в других случаях, а не только когда /, g = B(G). Например, 
имеет место 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Если |, gS 12(G), то 9 (fg) =(F/f)*(F ο). 


Это равенство справедливо, если |, се B(G) (замеча- 
ние 2) и, в частности, если |, g= A(G). Поскольку A(G) 
плотно в [7 (С) (лемма | (111)), достаточно показать, что ле- 
вая и правая части предполагаемого равенства суть непре- 
рывные функции от (р, 5) = L?(G) X L?(G) со значениями 


в @°(G). Но отображение (7, 5) -> Я (fg) есть суперпозиция 
| οσμομοήης (f, β)--» ἴθ из [7 (6) X L?(G) в [1 (С) с отобра- 


жением ht>Fh из L'(G) в @°(G); отображение (f, g) => 


=> (Я /*(9 8) является суперпозицией отображения (Г, 5) => 
(FT, Fg) из L?(G)XK L(G) в 12 (6) X [2 (С) с oro6paxe- 
нием (h, h’)->h«xh’ из [2(С)Х L2(G) в &(G); остается 
принять во внимание то обстоятельство, что все эти отобра: 
жения непрерывны. 


7. Функториальные свойства двойственности 


Пусть G, Н— локально компактные коммутативные группы 


и ф: G— H — морфизм топологических групп. Если #=Н, 
TO Хоф является характером группы G, который обозна- 
чается через ф(Х). Это обозначение соответствует формуле 


AN) =($(%), y), 


справедливой для любых ХЕН и уе С. Отсюда ВИДНО, 
что ф представляет собой морфизм топологической группы H 


A 


в топологическую группу G; морфизм ф называют 0вой- 
ственным к морфизму φ. 

Если φ’: H>K— морфизы топологических групп, то, как 
следует из приведенной выше формулы, (φ’ οφ) --ῷ ο φ'. 
Если ф — тождественное отображение группы G, то À — то- 


ждественное отображение группы G. 


Эта формула показывает также, что = (достаточно 
канонически отождествить G с G, Fig A). 
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ТЕОРЕМА 4. Пусть G’ — замкнутая подгруппа в Ц, G” — 
факторгруппа G/G’, i— каноническая инъекция G’ в G, 
р — каноническая сюръекция G на G”: 


G’ +> в-" 0", 


С’ ра С г. С”. 
Тогда отображение р является изоморфизмом С” на С”", 
а отображение i — точным морфизмом С на (’с ядром G’~, 
1) Ясно, что p(G”) есть множество унитарных характе- 
ров группы С, равных нулю на С”, т. 6. множество G'*, 


Если элемент £”@G” таков, что р (Х”) =е, то для всех 
хе С имеет место равенство 1==(х, р (&”)) =(р(х), À”), из 
которого следует, что Х” =e. Е отображение р инъек- 
тивно. С другой стороны, пусть U — некоторая окрестность 


элемента ев С”. Существуют компактная часть К” в С”и 
число #>0, такие, что 
(Х” = С” и |{£”, х”) —1|<з для всех х”’еК”) sk” cu. 


В силу Общ. Ton., гл. I, 4-е изд., $ 10, n° 4, предл. 10, cy- 
ществует компактная часть К в С, такая, что p(K)—K”. 
Тогда 


("7 ἃ” и |(p(£”), x) —1IlI<e для всех хеК)= kL” EU. 


Иначе говоря, существует окрестность V элемента е в G, 
такая, что 


("eG и р(%”) ЕТ) Sk" SU. 
Tani образом, р является изоморфизмом С” на a. 

2) Ясно, что ядро отображения i совпадает с Gt, Пусть 
L'— двойственная ‘труппа к труппе G/i~'(e), так что 
G/i~'(e)—=L. Существует морфизм 1: L— G топологических 
групп, такой, что ф — каноническая сюръекция из С на L: 


ЕЕ. 
G! <i RER 
С другой стороны, отображение Г может быть представлено 


в виде fo, где n: G’— Г — некоторый морфизм топологи- 
ческих групп. Так как φοη--ἰ, то p(L)>G’. Из равенства 


(фе р) (G”) = {e} 
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следует, что (ро\) (Г) ={е} и, значит, p(L)CG’. Таким 
образом, 1 (Г) = G’. Согласно первой части доказательства, 
ψ — изоморфизм Г на G’. Стало быть, 1 — изоморфизм G’ 


на L, ἢ-- ἩΗΒΟΜΟΡΦΗ3Μ L на G’, a i— точный морфизм G 
на G’ с ядром 0 


СЛЕДСТВИЕ |. Пусть G’ — некоторая подгруппа в С. Тогда 
(677) "== 6! 

Предположим сначала, что подгруппа α΄ замкнута, и 
используем обозначения a 4. Тогда i есть точный 


морфизм С πα Gc ядром G’" и, стало быть, = изомор- 
физм С’ на (G’*)*. Если отождествить С’ с G’, GeGui 


c i, το морфизм i окажется изоморфизмом С” на (G’“)', 
откуда G’ =(G’*)*. В общем случае имеем 


6’ = (67) =(G"") = 6”. 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ 2. Пусть (H;) — семейство замкнутых подгрупп 
e G. Тогда аннулятор замкнутой подгруппы, порожденной 
L 
nodepynnamu H;, совпадает с ΠΗ: . Аннулятор пересечения 
i 
ПН; является замкнутой подгруппой, порожденной nodepyn- 
i 


% 
namu Hi. 
Первое утверждение очевидно. Второе получается (с yue- 


том следствия 1) заменой G на G. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть ф: G > Н — морфизм топологических 
групп. Для того чтобы ф был точным сюръективным мор- 
физмом, необходимо и достаточно, чтобы ф был точным 
инъективным морфизмом. 

Если ф— сюръективный точный морфизм, то ф— инъек- 
тивный точный морфизм (теорема 4). Если же ᾧ — инъектив- 
ный точный морфизм, то ф является изоморфизмом С на 
некоторую локально компактную и, стало быть, замкнутую 
подгруппу в Н; следовательно, ф — сюръективный точный 


морфизм (теорема 4). 


СЛЕДСТВИЕ 4. Пусть φ: G— Н — морфизм топологических 
групп. Для того чтобы ф был точным морфизмом, необхо- 
димо и достаточно, чтобы ф был точным морфизмом. 

_ Это немедленно вытекает из следствия 9 и канонического 
разложения точного морфизма. 


СледствиЕ D. Пусть G,,..., G,— локально компактные 
коммутативные группы и À;— каноническая инъекция CG; 
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nny G= Су. Тогд 6 À из G 
6 epynny eis j- Тогда отображение (^ 1) <<. U3 


в Il С, является изоморфизмом. 
Isisn 
Для n=2 это следует из теоремы 4. Чтобы доказать 


общее утверждение, достаточно провести индукцию по N. 


СЛЕДСТВИЕ 6. Пусть ф: G— Н — морфизм топологических 


групп. Тогда подгруппа Img в H и подгруппа Кегф в H 
взаимно ‘ортогональны. В частности, для того чтобы мор- 
физм ф был инъективным, необходимо и достаточно, чтобы 
Im@ был плотным в H:; 


Пусть de H. Для Toro чтобы gj = Кегф, необходимо 
и достаточно, чтобы ($ (1), x) =1 для всех x EG, т. е. чтобы 


(ÿ, ed) =] для всех хе С, иначе говоря, чтобы ἢ = (Im p) = 
— (Im). Поэтому Ker @ = (Imq)~ ‚ав силу следствия |, 
Img = (Кегф)". 

Следствие 7. Пусть REZ. Пусть G® u Ομ — образ 
и ядро морфизма xt x* из G в G. Тогда Gg) и замыкание 
подгруппы G% взаимно ортогональны. 

Действительно, морфизмы хн>х" 
из Св С двойственны друг другу. 


из Св Guir-—$" 


Коммутативную группу С называют de.ıumoü'), если для 
каждого элемента x @C и каждого числа RE Z существует 


элемент уе С, такой, что y* = x. 


СледствиЕ 8. (i) Если группа С делима, то G — группа 
без кручения (т. е. не имеет элементов конечного порядка). 


(ii) Если G — группа без кручения u RE Z, TO множество 


элементов x" (где x пробегает G) плотно в G. 
(iii) Пусть G дискретна или компактна. Для того чтобы G 


была делимой, необходимо и достаточно, чтобы С не имела 


кручения. 
Утверждения (i) и (ii) вытекают из следствия 7. Если 
группа С дискретна или компактна, то образ морфизма 


xr>x" из С в G замкнут и (iii) вытекает из (i) и (ii). 


8. Формула Пуассона 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть Н — замкнутая подгруппа в С, 
а — мера Хаара на Н, В — мера Xaapa на С u у=В/а — coor- 


') Употребляется также термин полная. — Прим. ped, 
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ветствующая мера Xaapa на G/H. Отождествим (С/Н)^ 
с H+ и обозначим через $ меру Xaapa на H+, ассоциирован- 
ную с у. Пусть |= L'(G). Предположим, что сужение na H+ 
непрерывной функции Ff интегрируемо (по мере 9). Тогда 
для почти всех хе С функция h>[(xh) na Н является 
о-интегрируемой и справедливо равенство 


[ F(xh) da(h)= | (k, x) (919 (k) dy(k). 
H . H+ | 

Известно (Интегр., гл. УП, $ 2, предл. 5), что для почти 

всех хе С функция йн>](хй) является а-интегрируемой. 


на Н и что функция Х => F (x)= | i (xh) 4а (№), определенная 
H 


почти всюду на G/H, у-интегрируема (через Х обозначается 
канонический образ элемента х в С/Н). Преобразование 
Фурье функции ΓΕ, рассматриваемое как функция на H+, 
задается равенством Е | 
(26)  (9Р®= | & #)dy(x) | (xh) da(h) = 

Н 


G/H 


-[ᾳ Oi (ya) (FT. 
G 


В силу нашего предположения относительно функции f, 
получаем, следовательно, FFE L! ((G/H)"\). Стало быть, 
функция F почти всюду совпадает с функцией Я (FF) 
(теорема 3), т. е. почти всюду на G/H имеет место равенство 


Р()= | (k, x) (FF) (A) dÿ (2). 
H+ | | 
Принимая во внимание (26), получаем наше утверждение. 


СледствиЕ. Сохраним обозначения Н, a, В, у, ἢ предло- 
жения 8. Пусть f = L(G). Предположим, что 

1) сужение функции Я] на H+ интегрируемо; 

2) для всех хе С функция й-> | (xh) на H интегрируема; 


3) [Τα da(h) — непрерывная функция от x. 
Гогда Las место равенство (формула Пуассона) 
(27) [ F(A) da(h)= | (Fiir) ar (A). 

H H+ 


Действительно, используя введенные выше обозначения, 
мы видим, что функции Ри % (FF) совпадают почти всюду 
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H. непрерывны; стало быть, OHH совпадают всюду и, в част- 
ности, в точке 6, откуда и получается (27). 


Замечание. Мы увидим в дальнейшем, когда распро- 
страним преобразование Фурье на распределения, что фор- 
мула (27) выражает то обстоятельство, что преобразование 
Фурье меры Хаара a в Н совпадает с мерой Хаара ἢ B Ht. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Сохраним обозначения а, В, у, Н пред- 
ложения 8. Пусть à, В и Ÿ — ассоциированные меры Хаара 
на H=G/H+, С u (С/Н)^ =НЕ. Тогда à --β/9. 


Пусть fe Ж (GC) Для «SG и уе С положим 


φία, у) = | F(xh){y, hy Ча (п). 
Н 


Следующие факты очевидны: а) функция (x, у) при 
фиксированном X зависит только от класса y элемента у 


в G/H+; Ὁ) функция (y, x) p (x, y) при фиксированном и 
зависит только от класса Х элемента х в G/H; с) функция @ 


непрерывна на G X G. 
Функция r> q(x, y) есть копреобразование Фурье функ- 
ции At>f (xh) на Н, следовательно, 


08), ‘I let, D) P dû 0) — | 1F (xh) Pan), 


GIH + 


Копреобразованием Фурье непрерывной функции χι» 
> (y, х)Ф(х, y) с компактным носителем на Ο/Η является 
следующая функция Ha Mt: 


ke | (#, 2) (9, px, = 


G/H 


= | dy) ] (yk, xh) (xh) Ча (в) = 


GIH 


= | ἀνῶ Г (yk, x)f (x) da (в) = 


СН 


= [ (yk, x) F(x) dB (x) = FF (yk). 
G 


Следовательно, 


(29) lot, ДР = | FF (ye) Py (Θ. 
G/H HL 
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Из (28) и (29) выводим цепочку равенств 


| (Ff) (y) P dB (y) = | If (x) P dB (x) = 


Pay dy(&) [17 (xh) a(t) = 


G/H H 

= | av@) | |Ф(х, y) F dà (1) = 
G/H G+ 

ea ] dû (9) [Ποία y) Рау (x) = 
GH G/H 

= | aa) [199949 (©. 
Gut H+ 


Выбирая | #0, получаем отсюда, что ἃ == f/À. 


9. Примеры двойственности 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Если группа G конечна, To G изоморфна 
(вообще говоря, не канонически) группе G. 


Пусть xEG, LEG и n=CardG. Имеем (À, = 1. 
Характер группы G является в таком случае гомоморфиз- 
MoM С в группу корней из 1 в С. Наше утверждение сле- 
дует тогда из Алг., гл. УП, 2-е изд., $ 4, n° 8, предл. 8 и 
пример. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Для Того чтобы группа С была Kom- 
пактной, необходимо и достаточно, чтобы группа G была 
дискретной. Нормированные меры Хаара (Интегр., гл. УП, 


$ 1, n°3) на @ u являются тогда ассоциированными. 


Предположим, что группа С компактна. Тогда суще- 


ствует окрестность У элемента е B G, обладающая следую- 
щими свойствами: если ХЕХ, то |5 (х) — 1|<1 для любого 
элемента хе G, следовательно, | x(x)” — 1|<1 для любого 
хеЕС и любого n eZ; стало быть, χ(χ) =1 для любого xeGu, 


значит, У = {е}. Тем самым доказано, что группа С дискретна. 


Итак, если @ — компактная группа, то @ — дискретная группа. 

Предположим, что С — дискретная группа. Снабдим 
группу С нормированной мерой Хаара a, которая приписы- 
вает каждой точке массу, равную 1. Пусть | -- характери- 
стическая функция элемента e на С. Тогда Ff—1 на G 


A 


и 9] стремится к нулю на бесконечности, следовательно, G 
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компактна. С другой стороны, по отношению к ассоцииро- 
ванной с а мере Xaapa ἃ функция Я] имеет интеграл, рав- 


ный 1. Поэтому a(G)=1 и, значит, ἃ — aid lala Mepa 
Xaapa Ha G. | 

Замечание. Örkerum; что для конечной группы (ER 
состоящей из п элементов, понятие нормированной меры 
Хаара двусмысленно. В этом случае, как указано в предло- 


жении 11, если а — мера Хаара на G, которая приписывает 
каждой точке массу, равную 1, то ассоциированная с ней 


A 


мера Xaapa ἃ на С приписывает каждой точке массу, рав- 
ную 1/n. 

СлЕДСТВИЕ 1. Пусть’ Н—замкнутая подгруппа в @. Для 
того чтобы эта подгруппа была компактной, необходимо и 
достаточно, чтобы подгруппа `Н“ была открытой ὁ G. 


Действительно, то, что подгруппа H° открыта, равносильно 
тому, что G/H~ дискретна, а G/H~ изоморфна A. 


Следствие 2. Пусть (Но) _,— убывающее фильтрирую- 


щееся семейство компактных подгрупп в. G. Для того чтобы 
группа @ отождествлялась с проективным пределом подгрупп 


G/H,, необходимо и достаточно, чтобы группа. С представ- 
лялась в виде объединения открытых подгрупп На (изоморф- 
ных (С/На PE 


To, что группа G отождествляется с проективным пре- 
делом подгрупп G/H,, равносильно тому, что Пн. == {e} 


(Общ. ron., гл. Ш, 8-6 изд., $ 7, предл. 2), т. е. тому, что 
Uta плотно в @ (следствие 2 теоремы 4). Но Ute ES. 0 


en 


крытая и, стало быть, замкнутая подгруппа в δ. 


_ СледствиЕ 3. Группа, двойственная к произведению KoM- 
пактных групп Но, отождествляется. с прямой суммой дис- 


кретных групп Я. 


Это утверждение `предетавляет собой частный. _ случай 
следствия 2. 


ПрЕдложЕниЕ 19. Пусть К — локально компактное неди- 
скретное тело (не обязательно коммутативное). Выберем 
в качестве G аддитивную группу К. П Усть X — фиксирован- 
ный унитарный характер в С, отличный от 1. Для x, yeG 
положим p(x, y) =x (xy). Тогда группа С двойственна себе 
относительно φ. | 
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Для х, ye положим YX,(X) — YX(xy). Непосредственно 
видно, что %, = G и что отображение 0: y+-> χν есть инъек- 


тивный гомоморфизм из G в G. Кроме того, отображение 8 
непрерывно, так как отображение (x, у) => х,(х) из GX G 


в С непрерывно, и 0(С) плотно в G, так как равенство 
Х,(х)=1 для всех y=G влечет за собой х==0. Пусть 
= ->|=| — абсолютное значение, определяющее топологию 
в К (Комм. алг., гл. VI, $ 9, n° 1, предл. 1), и пусть эле- 
мент X)@=K таков, что (хо) #1. Пусть M>O. Если для 
|х|<М выполняется неравенство |х,(х) — 11 1% (хо) — 1} 


πε —1 
το |и 1х [> М, т. е. |y|<M |х|. Отсюда заключаем, что 
отображение Y—> X, является гомеоморфизмом группы G Ha 
9(С); следовательно, 8(G) локально компактна и потому 


замкнута в С, и, значит, 0(G)—G. 


СЛЕДСТВИЕ 1. (1) Группа В двойственна себе относительно 


отображения (x, y)-> exp (2nixy). Группа В, таким образом, 
отождествляется с В, а мера Лебега ассоциирована сама 
с собой. 

(ii) Группы Z u Т являются двойственными друг другу 
относительно отображения (п, t)-~>exp(Qinnt) (где через 1 
обозначен канонический образ в Т вещественного числа t). 


Группа В двойственна себе относительно отображения 
(x, y)+~ exp (2inxy) (предложение 12). Отождествим В св. 
Аннулятор подгруппы Ζ BR=R совпадает тогда с Ди (ii) 
следует из теоремы 4. Пусть α (соответственно Y) — нормиро- 
ванная мера Xaapa на Z (соответственно Т). Если через В 


обозначить меру Лебега на К, то y= f/a. Мера Хаара ἃ 


(соответственно 1) на Z =Т (соответственно Т = 7), ассоции- 
рованная с α (соответственно Y), является нормированной 
мерой Хаара на Т (соответственно Z) (предложение 11). 


В силу предложения 9, мера Хаара на В = В, ассоцииро- 
ванная с В, совпадает с В. 


Замечание |]. Вернемся, в частности, к определению 
пространства X (L!(Z)), данному в гл. I, $ 3, n° 3, пример 4. 


Если не оговорено противное, мы впредь будем отождествлять В. 
с В в соответствии со следствием 1 (1). 


ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ 2. Пусть | — комплексная функция, интегрируе- 
мая на В. Предположим, что для каждого x = В имеет место 


неравенство >» [f(x+n)l<+oo u что функция χε’ 
пех 5 


1/00 Зак. 1236 
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=> » f(x + м) непрерывна. Предположим также, что 
пей 


У (981 < +o. 
Тогда 
| admin). 


Это равенство представляет собой частный случай след- 
ствия предложения 8. 


Следствие 3. Группа Β΄ двойственна себе относительно. 


отображения ((x;), (y;)) -— exp [oni pi cu) Группа (R") , 
j=! 


таким образом, отождествляется с В", a мера Лебега acco- 
циирована сама с собой. 


Это утверждение вытекает из следствия | (i). 


Замечание 2. Если задана некоторая подгруппа Н 
в В”, то ей соответствует ортогональная подгруппа Н 


в (Β΄) =R", которая есть не что иное, как подгруппа, ассо- 
циированная с Н в смысле a en Общ: τοῖς, Ἐπ VE 
отн. а. 


Пусть р — простое число. Для каждого числа x = Q, суще- 
ствует и притом единственное число ^(х) = Q вида 
ao", Tne 0 <q <p’, такое, что AD) —-хей, (Але., гл. УП, 
$ 2, n° 2, теор. 2); положим g/pY =A(x). Ясно, что À (x + x’) = 
= À (x) + A (x’) (mod 1) и что функция А локально постоянна 
на Q,. Поэтому функция x > exp (2πίλ (х)) является унитар- 


ным характером группы Q,. Его ядро совпадает с Zp. 


Следствие 4. (i) Группа Q, двойственна себе относительно 
отображения (x, y) exp (2ind (ху)). Группа Q,, таким обра- 
зом, отождествляется с Q,, нормированная мера Хаара на Q, 
(Интегр., гл. УП, $1, n°6, пример) accoyuuposana cama 


с собой. | 
(ii) Группы Z, и Q,/Z, двойственны друг другу oTHocu- 


тельно отображения (2, i)rexp (214 (zt)), где через i обо- 
значен канонический образ в Q,/Z, р-адического числа 1. 


и. буквально повторяет доказательство 
следствия 1. ne it μα; 


1 ‚Структура коммутативных локально компактных групп 147 


$ 2. Структура коммутативных локально 
компактных групп 


1. Группы, порожденные компактными частями 


ЛЕММА 1. Пусть H — локально компактная группа u 
ф — непрерывный морфизм из В (соответственно Z) в H. 
Если ф не является изоморфизмом (топологическим) из В 
(соответственно 7) на некоторую подгруппу в H, то @(R) 
(соответственно @(Z)) — относительно компактное множество- 


Пусть /— образ морфизма @. Поскольку можно заме- 


нить Н на /, мы будем предполагать, что [ плотно B Н. 
Предположим, далее, что существуют окрестность У эле- 
мента ев HT и целое М> 0, такие, что для каждого {> М 
из В (соответственно из Z) p(t) EV. Тогда ф — инъективный 
морфизм, сужение ф на (— M, М) является гомеоморфизмом 
и сужение ф!' на ΝΠ непрерывно; следовательно, ф есть 
топологический изоморфизм из В (соответственно Z) на Г. 

Предположим, что ф не является топологическим изомор- 
физмом из В (соответственно Z) на Г. Пусть W — какая- 
нибудь относителько компактная открытая окрестность эле- 
мента е в Н и У — симметричная окрестность элемента е, 
такая, что V? CW. Для каждого элемента хе Н = суще- 
ствует число $ = В (соответственно Z), такое, что хеф($) И. 
Согласно предыдущему абзацу, существует число TER (соот- 
ветственно 7), такое, что |!|>s и ФЕТ. Имеем хе 
eg(t+s)p(t)) 'Уоф(- $) №, t+s>0. Далее, открытые 
множества @(u)W для и>0 образуют открытое покрытие Н. 


Существуют строго положительные числа U, ..., Un, такие, 
что WC U o(u,)W. Пусть Т — наибольшее из чисел Πχ. 
Isisn 


Пусть x = H и $ = inf {t|t>0, (= Wx}. Тогда ф ($) x 1S W, 
и существует такой номер i, что p(s)x-! = q(u;) W и, значит, 
ф (5 — и; = Wx. Выбор числа $ обеспечивает неравенство 
$ —и<0, откуда следует, что ST. Таким образом, 


H =q((0, T)) W — компакт. 


JIEMMA 2. Если группа G порождается компактной окре- 
стностью V элемента e, то существует дискретная под- 
группа D в С, изоморфная группе Z" и такая, что фактор- 
группа СШ компактна. 


Так как У? — компакт, то существуют элементы хи, ... 


..., Хь EG, такие, что У? <= (] ху. Пусть Dy — Se 
ISi<R 


1/,6* 


31 
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порожденная этими элементами. Имеем У? < D,V, откуда по 
илдукции получаем, что У" < DV и, кроме того, @ = БИ. 
Пусть тогда J — часть множества {1, ..., A}, такая, что под- 
группа D, порожденная элементами х; (1 ΕΞ J), топологически 


изоморфна EE, причем J — максимальная из частей, обла- 
дающих ‘таким свойством. Покажем, что G/D компактна. 
Пусть р— каноническая сюръекция G на G/D. Пусть 
ietl, 2, ...., К} —У. Если подгруппа Н; в G/D, порожденная 
элементами р(х;), топологически изоморфна Z, то подгруппа 
в G, порожденная Du x;, дискретна, и отображение (4, п) > 
+> dx! является изоморфизмом D X Z на эту подгруппу, что 
противоречит максимальности J. Из леммы |, следовательно, 


вытекает, что Н; — компакт. Поэтому G/D = (u H; Hi) pV 


компакт. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Следующие условия эквивалентны: 

(i) С порождена компактной окрестностью элемента е; 

(ii) С представляется в виде прямого произведения групп 
RP и 71 при некоторых р и ди некоторой компактной группы; 

(iii) С локально изоморфна группе В" при некотором п; 

(iv) С представляется в виде прямого произведения групп 
R? и Τί при некоторых р и ди некоторой дискретнсй группы. 

(i) (iii): если группа С обладает сгояством (i), το суще- 
ствует подгруппа D в С, изоморфная Ζ΄ и такая, что G/D— 


жомпакт (лемма 2). Тогда τ о RONA группа, следова- 


тельно, С локально изоморфна G/D~ ‚т.е. D, а значит, Т” 
и, стало быть, В”. 


(iii) = (iv): если G локально изоморфна В”, то связная 


компонента единицы (G), в С является открытой подгруп- 
пой, изоморфной R?.X Т"? (Общ. Ton., гл. VII, 8 2, теор. 1), 
и, следовательно, делимой группой. Для завершения дока- 
‘зательства предложения | нам понадобится 


ЛЕММА 3. Пусть Аи В — коммутативные группы, С — noo- 
группа в Ви ф— морфизм us СвА. Если группа A делима, 
то существует морфизм из В в A, являющийся продолже- 
‚нием морфизма ф. 


(Другими словами, делимые группы инъективны в катего- 
рии коммутативных групп;. см. Алг., гл. УП, 2-е изд., $ 2, 
упр. 3.) 

Пусть © — множество пар (X, |), где À — подгруппа в В, 
содержащая С, и {| — морфизм из X в А, являющийся προ: 
должением $. Упорядочим множество © с помощью OTHO- 
зиения: «ХС X’ и | есть продолжение [». Непосредственно 
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проверяется, что {5 индуктивно. Пусть (X, ./) — максималь- 
ный элемент в ©. Если X = В, возьмем какой-нибудь эле- 
мент x из B==X и образуем подгруппу X’, порожденную À их. 
Если x" & X при любом n = 0, то можно продолжить ] на X’, 
выбирая в качестве | (х) произвольный элемент из А. В προ- 
тивном случае пусть N — наименьшее целое положительное 
число, такое, что x” © X. Поскольку группа А делима, суще- 
ствует элемент уе À, такой, что у" =f (x"), и можно про- 
должить | на X’, полагая [(х)=у. В каждом из этих двух 
случаев элемент (X, f) не будет максимальным в ©. ENO: 
вательно, Х == В, и лемма доказана. 


Применим лемму 3 к тождественному отображению из 
C=(6), в A=(G), B=G. Получается проектор л из G 
Ha Go, который непрерывен, так как непрерывно его сужение 
на открытую подгруппу G). Следовательно, G представляется 


в виде прямого произведения группы Go и дискретной под- 
группы sı!(e). Импликации (iv) = (11) = (1) очевидны. Предло- 
жение | доказано. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Предположим, что группа G порождена 
компактной. окрестностью элемента е. Тогда С содержит 
наибольшую компактную подгруппу К, и С изоморфна 


R? XZ" X K. 
В силу предложения 1 группа G отождествляется с груп- 


пой R’XZ’X K, где К — некоторая компактная группа. 
Пусть р--каноническая сюръекция G на ВРХ 7". Если 
К’ — какая-нибудь компактная подгруппа в G, то р(К’) — 
компактная подгруппа в В? Х Ζ΄, сводящаяся, следовательно, 
к нейтральному элементу. Поэтому К’ < К и, значит, К — наи- 
большая компактная подгруппа в G. 


Замечание 1. В разложении С = ВРХ 1717  Κ, ука- 
занном в предложении | (ii), подгруппа К определяется одно- 
значно как наибольшая компактная подгруппа BG, и под- 
группа В? Х К также определяется однозначно, поскольку В? 
есть связная компонента единицы в G/K. Принимая во вни- 
мание Общ. топ., гл. УП, $ 2, предл. 1, мы видим, что и 
целое число р определяется однозначно. Наконец, поскольку 
G/(R’ ЖК) изоморфна Ζ΄, целое число 4 определяется одно- 

значно. В силу двойственности, в разложении 


@ = ВР XT'X D, 


указанном в предложении | (iv), подгруппы R°X T’, Du 
целые числа р и 4 определяются однозначно. 
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Следствие 2. Следующие условия эквивалентны: 


(i) Си С порождены компактными’ окрестностями эле- 
мента е; д 

(ii) С локально изоморфна группе В", а @ — группе Β΄; 

(iii) С изоморфна произведению В? XTX Z’ XO, ede 
Ф — конечная группа; 

(iv) С изоморфна произведению R? XZ‘ XT’ ЖФ, где 
Ф — конечная группа. 

В силу предложения 1, (1) =(1); кроме того, очевидно, 
что (iii) (iv) и (iii) = (i). Если справедливо (i), то @ = ВР X 
X T Х D, где D — дискретная группа, порожденная некото- 
рой компактной частью; но тогда D — группа конечного типа 
и, стало быть, имеет вид Ζ΄ ЖФ, где Ф — конечная группа 
(Алг., гл. УП, § 4, n° 6, теор. 3). 


Замечание 2. В соответствии с обозначениями след- 
ствия 2 отождествим группу @ с ВР XT! XZ’ KO; ВРХТ 
есть связная компонента единицы в @, ТТХ Ф — ее макси- 
мальная компактная подгруппа, ТТ — связная компонента 
единицы максимальной компактной подгруппы; целые числа р, 
9, г определяются однозначно группой С, согласно замеча- 
нию |, а группа Ф определяется группой G с точностью 
до изоморфизма. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Предположим, что G компактна. Тогда 
существует убывающее фильтрирующееся семейство замкну- 
тых подгрупп Нов С, такое, что 1) G отождествляется с проек- 
‘тивным пределом факторгрупп G/H,; 2) каждая факторгруппа 
G/H, изоморфна некоторой группе Т1 X D, где D — конечная 
группа. 


Действительно, поскольку группа С дискретна, она яв- 
ляется объединением возрастающего фильтрирующегося семей- 


ства подгрупп D, конечного типа. Положим На= ха. Тогда G 
отождествляется с проективным пределом факторгрупп G/H, 
($ 1, следствие 2 предложения 11). С другой стороны, D, 
изоморфна группе ЖФ, где Ф — конечная группа, стало 
быть, G/H, изоморфна T! X D. 


2. Общий случай 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. (i) Каждая локально компактная комму- 
тативная группа представляется в виде прямого произведения 
подгруппы, изоморфной некоторой группе В", и подгруппы, 
обладающей компактной открытой подгруппой. 

(1) Каждая локально компактная коммутативная группа 
есть объединение возрастающего фильтрующегося семейства 
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открытых NoOepynn, которые являются проективными преде- 
лами групп, изоморфных группам вида R° XT’ XZ’ XO, где 
Ф — конечная группа. 

Утверждение (ii) вытекает из предложений | Ἡ 2, ибо G 
есть объединение возрастающего фильтрующегося семейства 
открытых подгрупп, порожденных компактными окрестно- 
стями элемента е. 

Пусть, Ὁ другой стороны, Н— одна из этих подгрупп. 
Тогда Н представляется в виде ВР XZ’ ЖК, где К — ком- 
пакт (предложение 1). Каноническая сюръекция Н на дели- 
мую группу В” продолжается (лемма 3) до непрерывного 
проектора л из G на В’. Стало быть, @ — прямое произве- 
дение ΒΡ и ядра L проектора п, и Ζ΄ X К — открытая под- 
группа в L. Следовательно, L/K — дискретная подгруппа. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. (i) Пусть В — множество всех элементов 
из G, которые порождают относительно компактную подгрупп! y 
в G. Тогда В есть замкнутая подгруппа в G. 


(ii) Пусть С — связная компонента единицы в G. Тогда 
р. | 


Так как произведение двух компактных частей из С есть 
компакт, то В — подгруппа. Заметим, что каждый элемент 
из G принадлежит некоторой открытой подгруппе, порожден- 
ной компактной окрестностью элемента е. Поэтому ΠΟΚ888- 


тельство того, что каждый элемент из В принадлежит В, 
сводится (предложение 1) к случаю, когда G = ВРХ 74 ХК, 
где К — компактная группа. Но в этом случае ясно, что 
ВА, 

Докажем (ii). Предложение 3 (i) позволяет ограничиться 
случаем, когда G содержит компактную открытую под- 


группу Н. Тогда H+ — компактная открытая подгруппа в С. 
Стало быть, С — связная компонента единицы в H+. С дру- 
гой стороны, В > Н и В/Н есть множество всех элементов 
из G/H, которые порождают относительно компактную под- 
группу в С/Н. Поскольку H+ отождествляется с (G/H)°, можно 
ограничиться случаем, когда группа G дискретна и, стало 
быть, G компактна. Но тогда С есть пересечение открытых 
подгрупп в G (Общ. Ton., гл. Ш, 3-e изд., $ 4, n° 6, предл. 14); 
замкнутая подгруппа в G открыта в том и только в том 
случае, если она имеет конечный индекс (или если ее анну- 
лятор` конечен); следствие 2 теоремы 4, $ | показывает, 
что C+ представляется в виде объединения конечных под- 
групп из С, т.е. совпадает с В. 
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Следствие 1. Предположим, что группа С компактна. 


Тогда следующие условия эквивалентны: 
(1) а — связная группа; 
(ii) С — группа без кручения; 
(iii) С делима. 


Это вытекает из предложения 4 и следствия 8 Teo- 
ремы 4, $ 1. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Предположим, что G компактна. Тогда сле- 
дующие условия эквивалентны: ' 

-(1) С вполне несвязна; 

(11) С состоит из элементов конечного порядка. 


STO утверждение — частный случай предложения 4. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Если группа С связна, то она делима. 

Действительно, G изоморфна некоторой группе В" ЖК, 
где К — компактная связная группа (предложение 1). По- 
этому достаточно применить следствие |. 


$ 3. Гармонический синтез в пространствах [1 (С), 
[2 (<), Г” (С) 


1. Гармонический синтез в L'(G) 


В. силу предложения 5, $ 1, банахова алгебра L'(G) pe- 
гулярна. 

Согласно $ 5, гл. [, это обстоятельство влечет за собой 
ряд следствий, которые мы здесь приведем в форме заме- 
чаний. 


1) Если Е — замкнутая часть G и К — компактная часть G, 
такие, что ЕПК = @), то ‘существует функция [| = L'(G), 
такая, что Я] равно Oma F и 1 на К (гл. I, $5, предл. 1). 

2) Для каждого идеала $ в [Л (С) обозначим через A (%) 
м 1ожество точек из G, в которых обращаются в нуль пре- 
образования Фурье всех функций из $; это множество замк- 
нуто. Для каждой части М из G пусть Ê (M) — идеал в L!(G), 
состоящий из всех функций, преобразование Фурье которых 
обращается в нуль на М; этот идеал замкнут. Введя эти обо- 


значения, предположим, что М — замкнутая часть G. Тогда 
множество всех идеалов % в L!(G), таких, что Й (5%) =М, 
содержит наибольший элемент, а именно Ё(М), и наименьший 
элемент, а именно множество всех функций | = [1 (С), пре- 
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образование Фурье которых имеет компактный носитель, не | 
пересекающийся с М (гл. I, $ 5, предл. 4). 

3) Пусть % — некоторый идеал в L'(G) и g: ὦ -» 6 — не- 
прерывная функция. Предположим, что для каждой точки 
хе С существует функция Ee, такая, что функция g 
равна Я (f,) в некоторой окрестности x. Предположим, далее, 
что существует функция |, =“, такая, что © равна 7 (}.) 
в дополнении к некоторой компактной части G (условие, 
которое тривиально выполняется, если G дискретна). Тогда 
существует функция Ге“, такая, что =] (гл. I, § 5 
след. 2 предл. 2). 


JIEMMA 1. Множество всех функций из L'(G), преобразо- 
вание Фурье которых имеет компактный носитель, является 
плотным подпространством в L'(G). 


Поскольку #(G) плотно в L?(G), подпространство И 
в L?(G), состоящее из всех тех / = L?(G), для которых 
Ff EH (G), плотно в L?(G). Пусть теперь g & L'(G). Тогда 
существуют σι и &=L?(G), такие, что Y=) go (можно, 
например, положить g =| 09|? и подобрать Lo соответствую- 
щим образом). Стало быть, функция g является пределом 
в L!(G) функций вида gig), где eV, g, ЕТ. Остается за- 
метить, что F (gg) = (Я αὶ) * (Fg) ($ |, предложение 7) 
и (Я gi) * (Я g3) =H (G). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть %— замкнутый идеал в L'(G) u 


ГЕ Л (С). Тогда если Я] обращается в нуль в некоторой 
окрестности h(%) (см. выше замечание 2), το TEN 


Пусть #>0. Существует функция ge L'(G), такая, что 
|1 —7*2|\ <= (Интегр., гл. VIII, 8 4, предл. 20). В силу 
леммы 1, можно считать, что Fg имеет компактный носи- 
тель. Тогда Я (| κ 5) =(%] (Я 5) имеет компактный носитель, 
не пересекающийся с A(Y), стало быть, | *се=% (замеча- 


ние 2). Так как € можно выбрать сколь угодно малым, то 
fex=%. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть 3 — замкнутый идеал в [1 (6), отличный 
от [1 (С). Тогда существует точка хе С, такая, что (Ff) (x) =0 
для всех fe. 

В силу леммы | и следствия | предложения 4 гл. I, 
$5, 3 содержится в некотором регулярном максимальном 
идеале алгебры L'(G), т. е. в ядре некоторого характера 
этой алгебры. 


7 Зак. 1236 
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СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть f= L'(G). Тогда если Я] нигде не 
обращается в нуль, то функции вида |*в,, где x пробегает G, 
образуют тотальное множество 8 L(G). 


Пусть V — замкнутое векторное подпространство в [1 (С), 
порожденное функциями вида | +*e,. В силу Интегр., ra. VIII, 
$ 4, след. предл. 20, подпространство V является замкнутым 
идеалом в L!(G). Из теоремы 1 тогда следует, что У = (0). 

Пусть g — комплексная функция на G, Ф — фильтр на G. 
Назовем функцию © слабо осциллирующей по DM, если для 
любого €>0 существуют множество M = ® и окрестность V 
элемента ев С, такие, что 


(хЕМиуЕУ)=| 2 (ху) — 5 (х)[<:. 


СлЕДСТВИЕ 2. Пусть Ф — фильтр на G, инвариантный от- 
носительно сдвигов. Пусть, далее, функция | = [1 (@) такова, 


что Ff нигде не обращается в нуль и { F(x) dx = |. ΠΗΡΕ; 
G 


наконец, се L(G). Предположим, что | * g имеет конечный 
предел а no Ф. Тогда . 
(i) Для каждой функции [Ге L'(G), такой, что 


Harris 1, }+g стремится к a πο. 
a 


(ii) Если дополнительно предположить, что g—caabo 
осциллирующая функция по Ф, то g стремится к а по Ф. 


Заменяя с функцией © — а, можно свести утверждение 
к случаю a == 0. 

Пусть % — множество всех функций = [1(С), таких, что 
= g стремится к 0 по Ф. Ясно, что % — векторное подпро- 
странство в L!(G), инвариантное относительно сдвигов. Не- 
равенство ||h#h’ |, < |1’ для РЕ (06), he L”"(G) 
показывает, что Ÿ —- замкнутое подпространство. Стало быть, 
$ — замкнутый идеал в L!(G). Так как по предположению 
=‘, то, в силу теоремы 1, “=11((). Тем самым (i) до- 
казано. Ka | 

Перейдем к доказательству утверждения (ii). Пусть e>0. 
Тогда существуют M =Ф и компактная окрестность У 31e- 
мента e, такие, что 


(хЕМнуеУ) = 8 (у) — (9) |<. 


`Пусть A — характеристическая функция окрестности У и 
u — мера И. В силу (i), À + g стремится к 0 по Ф. Справед- 
ливо равенство | 


1 (he g) в» | (ra dx = ae) + | (g (x12) — g(2)) dx. 


1 Гармонический синтез в пространствах L'(G), L?(G), L~(G) 155 


Если zeM и хЕЙ, то |g (x7!z)— g(z)|<e. Стало быть, 
1 
ze M= |, (#+8(®)-— = (2) | <. 


Следовательно, Итзиръ |5 |<г. Ввиду произвольности 8 
получаем утверждение (ii). 
Пример. Пусть 2 а„=” — степенной ряд с комплексными 
0 


n> 


коэффициентами и А — постоянная, такая, что Nl а, |< А для 

всех п. Для ге Си |2|<1 пусть f(z) = δ) a,2". Допустим, 
n >0 

uTo’ / (x) стремится к некоторому конечному числу [, когда x 

стремится к 1, принимая вещественные значения, меньшие [. 

Тогда ряд 2 A, сходится и его сумма равна I. 


n > 


При переходе к группе В+ мы сможем интерпретировать 
функцию &+>/f(e-), где &=В\, как некоторую свертку. 


‚Для ER, положим 


вЫ -ᾱς 


DEREN 


Если O<A<A, το, обозначая через [A] целую часть A, имеем 


(1) em)-eWI=| У а < 
^<вп—<м 
S444] + а, | < 
At+1<n<v 


A’ 


À 
=|4,4)|+ Alog = 


Эта формула показывает, что о (^) — слабо осциллирующая 

функция, когда À —> + oo. С другой стороны, 

Ay (1 — 2) + (ao + ay) (2 — 27) + (ao + а, + a) (2? — 2°) + ... + 
+ (Qo + a +... Ва») (2% — 2741) = ay ааа аз" |... + 
Е Va es va δαὶ | 

Из неравенства 

ta + as+ ... + а.) [< 412" logan 


следует, что 2" (а а, + ... + a,) стремится к Ὁ, когда 
n—> + oo, а|2|<1. Таким образом, для 0<%х<1 


К) = 2 (a+ a+ vee + dq) (x — αὐτὴ. 


7* 
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Этот ряд сходится; стало быть, для E = В+ 


__ (ats +00 
(2) He) == D { g (=) тах = | g [= е-х dx. 


n>0 ПЕ 


Функция хн Е (=) е-х в силу (1) интегрируема. Заметим 


Пе -=() та 


re) σ(ε}}-- < 
< [ла + | log х|)е-*ах<- 00, 


и, стало быть, се L™(R4). 
Наша задача свелась к доказательству равенства 
lim 8 (1/A) = Но в силу (2), функция Е->]|(е-°) на 
групне R, (функция, которая стремится к J, когда: & —>0) 
представляется в виде свертки g и функции x>xe”* (если 
взять в качестве меры Хаара на R, меру dx/x). Ясно, что 
эта последняя функция принадлежит [1 (В: ) и ее интеграл 


равен 1. Согласно следствию 2, достаточно доказать, что ее 
преобразование Фурье нигде не обращается в нуль. Так как 
x+> log x есть изоморфизм из Κ᾿, на В, то каждый характер 


группы В. имеет вид хн>е 5х ==х, где уе В. Таким 
образом, все свелось к доказательству того, что 


| хех dx/x Æ 0, 
0 


т. е. того, ATO 


[етих dx #0, 
0 


Но хорошо известно (Функц. действ. nep., гл. УП, $ 2, 
n°1), что функция 2=>Г(2) голоморфна и не обращается 
в нуль, когда Я >0. В силу предложения 3, $ 1, там же, 
Г (г) = | ег ᾿ξ! для положительных вещественных 2 и, 

0 Е 
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стало быть, для Яг>0 после аналитического продолжения 
(см. Var., R.); следовательно, 


[ e-#xivdx == Г (1 + iy) #0. 
0 
ЛЕММА 2. Пусть К — компактная часть G и n>0. Тогда 


существует функция |= L'(G), обладающая такими свой- 
ствами: 
1) Wilh < 2; : 
2) Fj=1 в окрестности нейтрального элемента группы С; 
3) |j —j*e, || Sn для всех х=К. 


Существует окрестность U элемента ев С, такая, что 
EUS |1 — (x, £)|</4 для всех «Ek, 
Уменьшая, если понадобится; окрестность U, можно считать 
ее открытой, симметричной и интегрируемой относительно 


меры Хаара т на G, ассоциированной с мерой dx. Далее, 
существует симметричная компактная окрестность У эле- 


мента ев С, такая, что VCU и m(U)<2m(V). Характери- 
стические функции окрестностей U и V можно записать. 
в виде Fuu Фо, где ие [7(С), ое L?(G). Мы покажем, 


что функция | = т (У) uv, принадлежащая L!(G), обладает 
нужными свойствами. 
1) Имеем 


Пи (И) и о = ΙΙ 
— m(V) т (0) т (У) LV 2. 
2) Существует окрестность W элемента е в С, такая, UTO 


VW CU (Общ. Ton., ra. II, : 4, предл. 4). Для Хе W имеем, 
в силу предложения 7, $ 1 


FIN Fur F0) (9 = 
= m(V)"' | (Fu) (9) (Fv) (9-15) dm (9). 
G 


Но условие (Fv)(g-'£) AO влечет за собой g-'1k EV, сле- 


довательно, DEV RC VW CU и, стало быть, (Fu) (7) = 1. 
Поэтому 


(Fj) (9 =т (ΥΓ! | (Fo) (9-12) dm (9) = 
Ώ 


=) | (θΓυ)(8) ἀπιίϑ)-Ξ1. 
Ώ 
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3) Если x @ K, To 
[и — use, B= ! | (Fu) (AC — Ge, 3) Fam (8) < m(U) (4? 


и, аналогично, |v—vse,E<m(V)(n/4); следовательно, 
l|j—j*e, |= (И) "| м (о ed *&,)+ (υ *€,)(U—u*e,) || > 


<m(V)" (ulm ("+10 km (0 2) < 
<2m (Vm и 
=m(U)"m(v)"I<n. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Алгебра L!(G) удовлетворяет условию 
Диткина (гл. I, $5, n°2, опр. 2). 

Пусть функция {© L(G) такова, что ||| —1. Пусть 
x— характер L!(G); рассмотрим отдельно случаи, когда 
характер χ нулевой и ненулевой. Если X — нулевой характер, 
то достаточно проверить, что существует последовательность 
(ει, ge...) в L'(G), такая, что [| — в.*Н стремится к 0 
и Fo, ак. в 0 вне некоторой компактной части в С, 
а это следует непосредственно из леммы 1. Теперь предпо- 
ложим, что ЕС и (F})(x) =0. Нужно доказать существо- 
вание последовательности (||, fo, ...) в L!(G), такой, что 
|7 —1+f,lh стремится к 0 u ¥f, обращаются в 0 в некото- 
рой окрестности точки χ. С помощью сдвигов в G этот слу- 
чай сводится к тому, когда %=e. Существуют функция 
ии = L'(G), такая, что ||u, | =Ти 


Wi Fe da | < И, 


и компакт К, в С, такой, что | 17 (х) |ах < Ив. В силу 
GK, 

леммы 2 существует функция fj, = L'(G), такая, что || j, 1 2, 

Fi, = 1 B некоторой окрестности элемента е и || jf, — jf, * ex |< 

< l/n для всех x] K,. Положим [, =u, — In *и, и покажем, _ 

что последовательность (},) обладает требуемыми свойствами. 


Ясно, что | 
Ff, Fu, —(F j,)(F u,) 
обращается в нуль в некоторой окрестности элемента е. 
С другой стороны, 
Аж — РР ни, — ht fa lhl 5 
< Ия. HIT = |. 
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Ho для почти всех y = С мы имеем 


(F * jn) (и) = [FC y ах= | F(x) in (8719) — fn (Y)) ах, 
G G 
потому что 0=(Ff)(e) = | | (x) dx; отсюда 
а 
< QUE — jh dx = 


= elle inh + Ги в, — jh dx < 
Ки 


CæK, 


<q Лк Г lF@)|dx<g a+ [=2. 


GmK, 


ae If*„—Tlı <6/n, чем и завершается доказа- 
тельство предложения. 

Применяя предложение 5 § 5 гл. I, получим теперь 
следующий результат: | 


ТЕОРЕМА 2. Пусть “— замкнутый идеал в L!(G), такой, 
что граница множества h(%) (замечание 2) не содержит He- 
пустых совершенных множеств. Тогда ἡ совпадает с множе- 
ством всех функций j = L(G), таких, что Ff обращается 
в нуль на h(3%). 

Напротив, для произвольного замкнутого идеала в Li(G) заключение 
_ теоремы 2 неверно (см. упр. 9). Более того, можно показать, что если @ не 
компактна, то существует замкнутый идеал в L'(G), который не является 
самосопряженным 1). 

СЛЕДСТВИЕ. Если замкнутый идеал S в L!(G) содержится 
в единственном регулярном максимальном идеале, то сам 
идеал ἃ является регулярным максимальным. 


2. Гармонический синтез в [7 (Сб) 


В этом пункте мы ee отождествлять пространство 
Ра (G) с двойственным к L!(G), снабдив ero слабой тополо- 
гией o(L”(G), L'(G)). 

Отображение W—>W° есть биекция множества слабо 
замкнутых векторных подпространств в L”(G) на множе- 
ство замкнутых векторных подпространств в (0). 

С другой стороны, если [= L'(G) и хе С, то сопряжен- 
ным K эндоморфизму g—/ * g (соответственно g—>e, * g) бана- 


1) См., например, Ru din W. Fourier analysis on groups, Interscience ~ 
tracts in pure and applied mathematics, теорема 7.7.1. 
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хова пространства L!(G) является эндоморфизм g’+ >] *g’ 
(соответственно g’+>e | * g’) банахова пространства L™ (G) 
x 


(Интегр., гл. VIII, $ 4, n° 3, пример 6). Для того чтобы за- 
мкнутое векторное подпространство в L!(G) было идеалом 
в L!(G), необходимо и достаточно, чтобы оно было HHBAPH- 
антным относительно сдвигов на С. Стало быть, для того 
чтобы слабо замкнутое векторное подпространство в L”(G) 
было инвариантным относительно свертки с элементами из 
ГЛ (С), необходимо и достаточно, чтобы оно было инвариант- 
ным относительно. сдвигов на G. 

Пусть U — слабо замкнутое векторное подпространство В 
L®(G). Предположим, что U (а значит, UT) инвариантно OT- 
носительно сдвигов на G. Пусть [< L(G). Для каждой 


‚ функции ge Г” (С) имеем (* « 5) (х) = (εν * f, ο). Стало быть, 


для того чтобы функция | принадлежала И‘, необходимо u 


достаточно, чтобы | x g —0 для всех в EU. 
Если № — векторное подпространство в L”(G), слабо 3a- 
мкнутое и инвариантное относительно сдвигов, то мы обо- 


значим через A(W) множество всех хе G, принадлежащих W; 
это множество ‘является замкнутой частью в С. Если F— 


замкнутая часть в G, TO мы обозначим через V (F) слабо 
замкнутое векторное подпространство в L” (G), порожденное 
элементами из F; поскольку каждый сдвиг на С переводит 
любой характер в пропорциональную ему функцию, И (F) 
инвариантно относительно сдвигов. Применяя обозначения A ий, 
введенные в замечании 2, n° 1, получаем, что 


(3) A(W)=(h(W))™, 

(4) V (F) = (E(F™'))°. 

Из соотношений A(f(F))=F, Ё(й (Г)) > | следует, что 
GE. A(V (F)) =F 

(6)... - V(A(W) € W. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть М — ненулевое слабо замкнутое 
векторное подпространство в L”(G), инвариантное OTHOCU- 
тельно сдвигов. Тогда У содержит по крайней мере один ха- 
рактер группы G. 


Действительно, W°~ L'(G) и, стало быть, A(W%) == © 
(теорема 1); следовательно, A(W) == @ (формула (3)). 


ПреЕдлОжЖЕНИЕ 4. Пусть W — слабо замкнутое векторное под- 
пространство в L”(G), инвариантное относительно сдвигов. 
Toe0a 
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(i) Для любой окрестности U множества A(W) в С κα- 
ждая функция из W является слабым пределом линейных 
комбинаций характеров, принадлежащих U. 

(ii) Если граница множества A(W) не содержит непустых 
совершенных множеств, то каждая функция из W является: 
слабым пределом линейных комбинаций характеров, при- 
надлежащих У. 


Для доказательства утверждения (1) достаточно доказать 
следующее: пусть f — функция из L!(G), ортогональная к 
элементам из И; тогда f ортогональна к W. Но ¥f обра- 

= 
щается в нуль на множестве U , которое является окрест- 
ностью h(W°) (формула (3)); стало быть, f = W° (предложе- 
ние 1). Утверждение (1) устанавливается аналогично с при- 
менением теоремы 2 вместо предложения 1. 

Пусть № — слабо замкнутое векторное подпростракство в L™(G), 
инвариантное относительно сдвигов. Отыскание характеров, принадле- 
жащих №, иногда называют «гармоническим анализом» в W. Предложе- 
ние 4 выражает то обстоятельство, что можно в некотором смысле вос- 
становить элементы из W с помощью вышеупомянутых характеров, или, 
как говорят, осуществить «гармонический синтез» в W. В более широ- 


ком смысле решение проблем, аналогичных или эквивалентных рассмо- 
тренным в n° | и 3, также называют «гармоническим синтезом». 


3. Гармонический синтез в L*(G) 


JIEMMA 3. Пусть X — локально компактное пространство, 
ц — некоторая неотрицательная мера на X. Для каждой функ- 
ции [= L°(X,u) пусть И, — отображение ψ-»φ] простран- 
ства L?(X,u) в себя. Пусть T — непрерывный эндоморфизм 
гильбертова пространства L?(X, u), коммутирующий с И; для 
каждой функции |еЕ Л(Х). Тогда существует функция 
ве Г” (Х, в), такая, что T=V,. 

1) Пусть TEL” (X, в); покажем, что Т коммутирует c Vz. 
Для любых g,he L?(X, и) имеем 
(TV ;g|h) — (У Тай) = (fg|T*h) — (fF (Tg) |h) = 

= | F(x) g(x) (T*h) — 


— | f(x) (Tg) (x) A(x) du (2). 
Ho 3 
g-(T*h)eL'(X, p) и (Tg)-heLl!(X, в); 
стало быть, (TV;g|h)— (V;Tg|h) — непрерывная функция от 


элемента { в топологии o(L™(X, в), L'(X,u)); по предположе- 
нию эта. функция равна нулю для всех j = À (X), следова- 
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тельно, она тождественно равна нулю. Тем самым доказано, 
что TV; = V;T. | 

2) Пусть У — некоторая и-измеримая часть Х, фу — ее Xa- 
рактеристическая функция, Ну — подпространство в L?(X, в), 
состоящее из функций, равных нулю на ХУ. Тогда, в 
силу 1), Т коммутирует с Voy и Уфу ny; т.е. оставляет HH- 
вариантными подпространства Hy, и Hy αγ. Обозначим через 


Гу сужение Т на Hy. 

3) Предположим, что Х — компакт. Тогда 1 = L?(X, в). 
Положим в =Т (1) Е ГР (Х, в). Пусть У — множество всех та- 
ких ХЕХ, что |g(x)|>||T |. В силу 2), имеет место равен- 
ство Т (фу: 1) = Фу-Т (1) = yg, следовательно, 


Пас) ав (x) SIT IP [du (x). 
Y у 

Стало быть, множество У является и-пренебрежимым. 
Таким образом, |g|<||7 || почти всюду. С другой стороны, 
для каждой функции Ге À (X) имеем | 


T=T(V;D=V;(Tl)=V;e—Îg—= Ve}, 


откуда T=V,. 
4) Перейдем к общему случаю. Существует локально счетное 
семейство (X,) попарно непересекающихся компактных частей 


в X, таких, что Х —[]Х — локально пренебрежимое мно- 
Qa 


a 
жество (Интегр., ra..IV, 2-е изд., $ 5, n° 9, предл. 14). При- 
меним 3) к каждому Т Ka" Тогда существует функция g,, из- 


меримая Ha K,, такая, что |g,|S|7T|| Ha K, u Tet = Bar для 


[= Нк.. Пусть в — функция на X, равная gy на Κα для 
каждого аи 0 на Χ--[} Κα. Тогда g — элемент из L™(X, и). 
a 


Операторы Г, и Т совпадают на каждом Нк, и потому на 
[7 (Х, μ). 


Предложение 5. (i) Пусть М — измеримая часть G (относи- 
‘тельно меры Xaapa). Тогда множество всех таких | = L?(G), 
что F | обращается в нуль почти всюду на М, является зам- 
кнутым векторным подпространством Ем в L?(G), инвари- 
антным относительно сдвигов. 


(ii) Пусть М и ΛΜ’ — измеримые части в G. Для того чтобы 
и = Ем» необходимо и достаточно, чтобы М u М’ совпадали 


с точностью до локально пренебрежимого множества, 
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(iii) Всякое замкнутое векторное подпространство в L?(G), 
инвариантное относительно сдвигов, совпадает с Ем при не- 
котором М. 


Утверждение (i) немедленно следует из теоремы План- 
шереля. | 
_ Если М и ΛΙ’ совпадают с точностью до локально пре- 
небрежимого множества, то ясно, что Е, =Е„,. Если же 
М и М’ не обладают этим свойством, то существует, на- 
пример, компактное множество К, не пренебрежимое и та- 
кое, что Ко М, К= @ —М’; пусть фк — его характеристи- 
ческая функция. Поскольку фк = L?(G), существует функция 
[= L?(G), такая, что Ff = фк. Тогда ÎEE,,, | AL, и, стало 
быть, Εμ # E,,. Тем самым (ii) доказано. 

Пусть, наконец, Е — замкнутое векторное подпространство 
в L?(G), инвариантное относительно сдвигов. Тогда для 
каждой функции | = [1 (С) подпространство E и ортогональ- 
ное дополнение к Ев L?(G) инвариантны относительно эндо- 
морфизма φ--»}:φ в L?(G) (Интегр., гл. VIII, $ 4, предл. 6 
(11)); стало быть, ортогональный проектор Ра на E комму- 
тирует с этим эндоморфизмом. Выберем в качестве | пре- 
образование Фурье функции вида δὶ * Lo, где δι, Lo = H (Οὐ). 
Принимая во внимание предложение 7 5 1, мы видим, что 
эндоморфизм ЯРЕЯ —' пространства L*(G) (где Я = Fg) ком- 
мутирует с оператором умножения на δι. Zo. Для каждой. 
функции g = L™(G) обозначим через V, эндоморфизм pr σφ 
пространства L?(G). По непрерывности из предшествующего 
результата следует, что FPT коммутирует с И, для 
се (С). В силу леммы ὃ, Я РЕЯ -" имеет вид И, с неко- 
торой функцией й = [^^ ((). Так как Pr=P;= Pp, To Ил = 
=V,=Vi и, стало быть, #==й == *, так что A — характе- 
ристическая функция`некоторого измеримого множества М. 
Если j = L?(G), το 


ГЕЕФРЫ = 1,9 |= 91 : 
_ © 9 обращается в нуль почти всюдуна @ = М®[= Ез_ и, 


откуда следует утверждение (iii). 


УПРАЖНЕНИЯ 


Во всех упражнениях главы II через С обозначается, если He огово- 
рено противное, коммутативная локально компактная группа. 


$1 
1) Пусть G=R. jr | | 
а) Пусть ©, р, g=eR ир<4. Положим f(x) =e для p<x <q, 
f(x) =0 для x>q или x<p. Тогда 


el Р (®—27у) — pig (®—2пу) 


(Ff) (y) =i ЕТ" ‘ 


Ὁ) Пусть ое В, В>0. Положим f (x) = е(-В+1%)х для x > 0, f (x) =0 
для х<0. Тогда 


i 


1 —alx| 


с) Пусть а>0. Положим f(x) = τα; Тогда 


2 
(Ff) (y) = heya’ 


4) Положим f(x)=e7*’?. Тогда 
(Ff) (y) =V ie, 


— со 


(ronrs g (у) = | г—*?-1ШХ 4х, убедиться в справедливости равенства 
d a5 
r — f? | — 
g(y)=—yg(y), после чего применить формулу | е de Ул из 
‘ 4 0 
Функц. действ. nep., гл. VII, πα; n°2. 


4 2) a) Показать, что функции tre > ef (n =0, 1, ...) образуют 
‘тотальное множество в L?(R). (Пусть | = L?(R) — ортогональная функция 


к каждой из функций fe, Полагая 
со 
Е (2) = | fe went зеС, 
— 00 


показать, что F — целая функция, все производные которой в точке 0 


равны нулю. Вывести отсюда, что F (fe) = 0.) 
Ὁ) Пусть REN, PG@C([t], а-— старший коэффициент Р. Показать, 


АЛИ 
EA 
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что тогда интеграл | ((d®/at*) ε-5π1) P(t) dt равен 0, если deg P<k, и 


(—1)? #127 а, если deg P =k. 

с) Имеет место равенство (d*/dt*) (e~2") = Pp (t) e~?™, где Рь — мно- 
гочлен степени k со старшим коэффициентом {—1)*2 я’ 

4) Для те Ми {== В положим 


’ 


Я т 
Hm (t) =(—1)™ (m!) 2(№-тд-т gent? т (е-2л8). 


Hm называются функциями Эрмита. Показать, ‘что они образуют орто-. 
нормированный базис в [2 (В). ag a), b), c).) 

e) Показать, что Я (Hm) = (—i)™ 

3) а) Пусть a>0, h>0 uf: ot eee равная нулю вне 
)—a, af, линейная на (—a, 0) и (0, a) и равная AB точке 0. Показать, 
что тогда 


in2 
(F))= RE. 
b) Пусть 
N 
g(x)= D f(x +a). 
n=—N 
Тогда 


sin? mat sin(2N + 1) mt 


(Fe) (9 = =. 12. sin mt 


с) Для заданных последовательностей (h;), (αι), (Ni) пусть δὶ (при 


каждом i) — функция, полученная, как в Ὁ). Пусть Dhi<+ со, так что 


i 
2e сходится равномерно к некоторой непрерывной функции 5. Пока- 


зать, что если Dita < + = 24 log N;< +0 и > niet the 


(например, если = 1112, a; = Wr ‚ М =i), то функции g и F ' инте- 


| грируемы, HO ολ g (п) = оо. 


n=— 00 


4) а) Пусть С С: — локально компактные коммутативные группы, 
$: G—>G; — непрерывный морфизм, ий = A'(G) ἡ μι = ф (1). Показать, 


что тогда FU: = Я роб. 
Ὁ) Пусть в — автоморфизм группы С, А — его модуль, [= Ш (в) H 
Г =feo. Показать, что тогда (FF)(£)= A (в)! (Ff) (67 !+). 
5) Пусть p © A'(G). Предположим, что Fuel! (G). Показать, что 
существует FE [1 (С), такая, что du (x) = f(x) dx. (Воспользоваться фильт- 
ром 3 из леммы 1. Тогда φ:μ стремится слабо к u по Ὁ u F (p+u)= 


—=(Я $) (Я в) стремится к Fu 8 [1 (G), a, стало быть, qau = F (F (φ:μ)) 
стремится к ¥ (Fu) в @°(G). Следовательно, du (x) =(F Tu) (x) dx.) 


6) Пусть A — подгруппа в Gupe f#! (6). Показать, что для инва- 
риантности ὁ U относительно сдвигов, определяемых gears giao из À, 


необходимо и достаточно, чтобы носитель в содержался в H+, 
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2 Пусть Κα L'(G). Пусть Е — голоморфная функция, определенная 
в открытой части U Bp Си обладающая следующими свойствами: a) U 
содержит множество значений с f; В) если С не дискретна, το OCU u 
Е (0) =0. Показать, что тогда существует функция g = Г! (С), такая, что 
Ро (9 р = в. (Применить голоморфное функциональное исчисление 
в алгебре, полученной из [1 (@) присоединением SER 


8) Пусть р= (1, 2) u p = (2, + о) таковы, что τ se = AU Пусть 


[= & (G). Показать, что || Ff || | Πρ. (Это неравенство Coen для 


ρ--ἰ и p=2. В общем случае рок. неравенство M. Pucca (Интегр.., 
гл. [У, 2-е изд., $ 6, упр. 18).) Вывести отсюда, что отображение & | #7 (С) 


продолжается до непрерывного линейного отображения из LP(G)B LP (ὦ), - 
совпадающее с преобразованием Фурье на LP (С) [| L!(G) ина ГР (С) ПГ? (С). 

Ф 9) Пусть G — локально компактная группа (не обязательно комму- 
тативная), снабженная левой мерой Хаара. 

а) Показать, что если f & [1 (С), то существуют |, р = [1 (С), такие, 
что j1*/9 =}. (Воспользоваться упражнением 22 b) гл. I, 

Ὁ) Пусть р, БЕ L'(G) и f, >0, [2 > 0. Показать, что fief совпадает 
почти всюду с функцией, полунепрерывной снизу. (Рассматривать [ı как 
предел в смысле простой сходимости возрастающей последовательности 
неотрицательных функций из [.°” {G).) 

с) Положим, С = В. Для каждого открытого интервала J == ja, ὦ 
положим А(Г)=)а, а- (6 —а)/6(; A (1) = AL + 5(b—a)/6, b(. Пусть 
[p= 0, 1G1,=A(Up), Li = 4’ ({0}, B= A) HA’ (1), .... Τα--Α(1.-), 
р. = А μη. . Пусть, далее, F = ГО LU .... Показать, что не существует 
таких двух частей ΕἸ и Fa из В, что Р, + F2 =Р. Показать, далее, что 
‚ если | — непрерывная неотрицательная функция на К, такая, что Е== 
{x FER. TO He существует ни одной пары функций fy, fo = L'(R), 
таких, что f1 > 0, fo > 0 u f =f, * fo. (Предположим, что такое равенство 
имеет место. © Пусть . Е; — множество всех хе В, ΤΆΞΑΣ. что fi(x) > 0. 
Пусть F; — множество точек плотности ΕΙ (Интегр., гл. У, $ 6, упр. 15). 
Показать, что Е = ЕР + Е 

10) Пусть REZ. по что следующие условия эквивалентны: 
a) отображение x+> х* из С в С инъективно; B) отображение À > αν 
из G в С сюръективно. 

11) Пусть (Gj); 2; — семейство локально компактных коммутативных 
групп. Для каждого i@/ пусть Н; — компактная открытая подгруппа 
в G;. Пусть G — локальное прямое произведение С; относительно HH; 


(Общ. топ., гл. III, 3-е изд., $ 2, упр. 26). Для каждого y = G пусть 
Xi — сужение χ Ha Οι. Показать, что 4 +> (Yi); =; есть изоморфизм топо- 


логической группы С на локальное прямоз произведение G; относительно i; 


12) Пусть Gy есть группа G, снабженная дискретной топологией, 

и X — унитарный характер Gg. Показать, что при любом выборе ху, Xo,... 

‚ к ЕСИ e > 0 существует элемент À & С, такой, что | £(x;) — X (х; | < 
se, 1 Lin. (Каноническая инъекция из Gg в С имеет в качестве 
двойственной морфизм из G в (Gg), образ которого плотен в силу след- 
ствия 6 тгоремы 4.) 

13) а) Показать, что (С) — замкнутый идеал в „И! (С) и, следова- 
тельно, G Se с некоторой открытой частью в X (.4(G)). 
(См. гл. I, $ 3, упр. 47.) 

b) Если Mil) (cooTBe1cTBeHHO MAa(G)) — множество рассеянных 
(соответственно атомических) мер PE .A'(G), το т РАО 
идеал в A!(G), а Ma(G) — замкнутая подалгебра в „И!((). 
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14) Пусть ECG. Говорят, что множество E независимо, если для 
любой системы X1,..., Xf попарно различных элементов из E и целых 


ny Np ς ny yuk 5 
чисел п;,..., Me из равенства X, '...X, =e следует, что X =...= X, = 


=e. Множество Е называют множеством Кронекера, если любая непре- 
рывная комплексная функция на Е, равная по абсолютной величине 1, 
является равномерным пределом на Е унитарных характеров группы С. 
Пусть G = (Z/gZ)N. Говорят, что Е — множество типа Ка, если каждое 
непрерывное отображение Е в множество корней 4-й степени из еди- 
ницы совпадает на E с некоторым унитарным характером группы С. 

а) Пусть Р — компактное множество Кронекера. Показать, что если 
мера u = M! (С) сосредоточена на P, то зир | Fu |= || u ||. Вывести отсюда, 
что каждая непрерывная комплексная функция на Р представляется в 
виде ¥f|P, где fe L'(G). 

Ὁ) Пусть Ес С — конечное независимое множество, и пусть f — 
комплексная функция, равная по абсолютной величине | на Ε. Предполо- 
жим, что для элемента x = E порядка 4 имеет место равенство f (x)7— 
—1. Показать, что тогда функция f является равномерным пределом 
на E унитарных характеров группы G. (Применить упр. 12.) 

с) Показать, что каждое множество Кронекера независимо и содер- 
жит только элементы бесконечного порядка. 

4) Показать, что каждое множество типа Kg в (2/92) независимо. 

е) Пусть V;,..., Ve — непустые открытые непересекающиеся части G. 
Показать, что если любая окрестность элемента ев С содержит элементы 
бесконечного порядка, то существуют x; Е Ир такие, что {х1,..., Xp} — 
множество Кронекера. Если С = (Z/gZ)N, ΤΟ существуют x; = Vj, такие, 
что {х1,..., Χρ) — множество типа Ка. 

Ὁ Пусть Ес С — независимое компактное множество, F=EUEF-! 
и ЦЕ! (С) — рассеянная мера, сосредоточенная Ha F. Показать, что 
тогда меры &,, U, и?, 3, ... попарно независимы (здесь и” = μεμΐ- τ), 
(Показать, что если т < п, то множество элементов (Xj, Хо, ..., Xn) Е Ц", 
таких, что X1X0... Xn Е Е", пренебрежимо относительно меры и © в ©... 

. Qu.) Вывести, в предположении, что μ >0, равенство 


т n 
У в |= У Lael iv il’ 
k=0 k=O 


справедливое для любого набора комплексных чисел Ωρ, αι, «.., Un 


5) Пусть Е < G — независимое компактное множество, μι,..., Mr — 
рассеянные неотрицательные меры единичной массы, сосредоточенные на 
ns aa nd частях ÆE1, ..., E, из E. Пусть, далее, 21, ..., 2 = C 


и | 21 | <1 для всех i. Показать, что существует характер χ алгебры A! (С), 
такой, что 9 (ц;) =2; для | << г. (Показать сначала, рассуждая так 


х 


| т т 

же, как в f), что если (п, ..., Mr) # (ть ..., My), то меры μι !®...»u, 7 
n n | 2 

H U!+*...+u,7 независимы. Затем, предполагая, что |2;|==1 для всех i, 


показать, что спектральный радиус элемента 8, + Zi +... + Zu, равен 
r+ | и, стало быть, существует характер χ алгебры M г (G), такой, что 
Х (ве + Zp; +... + Zur) =r + 1; это и есть искомый характер для слу- 


1 
чая |2;|=1. В общем случае записать a= > (1+2), где || = 
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| 
=|2/|=1,n м = (МЕ У), так чтобы для мер μί, μί, :.., и’, BP 


оставались справедливыми все те предположения, которые выполнялись 
для мер μι,..., Mr.) Обозначая через Myg(F) банахово пространство рас- 
сеянных мер, сосредоточенных на E, вывести отсюда, что каждая непре- 
рывная линейная форма с нормой, не превосходящей | на „Иад(ЁЕ), про- 
должается до характера алгебры /! (С). 

15) Пусть A(R”) — множество всех бесконечно дифференцируемых 
функций f: В” > С, таких, что произведение любой прсизводной функции f 
на любой многочлен ограничено. Тогда F(R”) < L!(R”) и преобразова- 
ние Фурье ¥ | Я (В”) является автоморфизмом множества F(R”). Пока- 
зать, что если X, ..., Хи — координатные функции на В? и если f € A(R"), 
το (0/0x;) (ЯР) = — 2inF (xjf). 

416) Пусть Н — замкнутая подгруппа в G, g — элемент из L!(G), 


такой, что ¢ g обращается в нуль на H~, и пусть €>0. Показать, что 
существует мера u = И! (С), сосредоточенная на À и такая, что || p | <2, 


Ig+ul<e u Fp=—1 в некоторой окрестности H+. 


$2 
1) а) Для того чтобы группа С имела счетную базу, необходимо и до- 


статочно, чтобы группа @ имела счетную базу. (Если С имеет счетную 
базу, то L!(G), а стало быть, X(L'(G)) имеет счетную базу.) 

b) Для того чтобы группа @ была счетной на бесконечности, необхо- 
димо и достаточно, чтобы группа С содержала открытую подгруппу со 
счетной базой или чтобы С была метризуемой. (Воспользоваться предло- 


жением 3.) . 
с) Для того чтобы компактная группа G была метризуемой, необхо- 


димо и достаточно, чтобы группа G была счетной или чтобы G была изо- 


морфна некоторой замкнутой подгруппе в TN. (Счетная дискретная группа 
является факторгруппой группы 7(№.) 


2) а) Каждая бесконечная коммутативная группа Г допускает неко- 
торую счетную бесконечную факторгруппу. (Вложить счетную бесконечную 
подгруппу ACI в некоторую счетную делимую группу А’и применить 
Алг., гл. II, 3-е изд., $ 2, упр. 14; затем продолжить на Г тождественный 
морфизм из À в A.) 

b) Каждая бесконечная компактная коммутативная группа содержит 
метризуемую бесконечную замкнутую подгруппу. (Применить а).) 

3) а) Пусть К — компактная группа, Ey, — множество ее элементов 
nopaukxa п. Показать, что если К == Ex при любом п, то множество 
элементов из К бесконечного порядка плотно в: К. (Если En имеет Heny- 
стую внутренность, TO Em = К для некоторого целого т >n.) 

Ὁ) Пусть Г — коммутативная дискретная группа, порядки элемен- 
тов которой не ограничены. Показать, что тогда Г допускает счетную 
факторгруппу, обладающую тем же свойством. (Привлечь те же соображе- 
ния, что и при решении упр. 2 a).) 

с) Показать, что если каждая окрестность элемента е в С содержит 
элемент бесконечного порядка, то @ содержит метризуемую замкнутую 
подгруппу, обладающую тем же свойством. (Свести общий случай к слу- 
чаю, когда G — компактная группа, и применить а) и b).) В противном 
случае и если группа С не дискретна, то существует целое число 4 > 1, 
такое, что группа G содержит замкнутую подгруппу, изоморфную группе 


(2/92). (Применить Алг., гл. VII, 8 2, упр. 4 c).) 
4) Показать, что если группа С компактна, а С содержит элемент 
бесконечного порядка, то существует нетривиальный непрерывный мор- 
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физм из В в G. (Поскольку К — делимая группа, существует нетривиаль- 


ный морфизм из G в В.) 
5) Пусть р — простое число. Показать, что группа Q, не представ- 


ляется в виде произведения компактной и дискретной групп. (Всякая 


компактная подгруппа в Ор имеет вид p”Z, с некоторым п & Z.) 
6) Показать, что если С — группа, состоящая из элементов конечного 


порядка, то С и С вполне несвязны. (Группа С вполне несвязна в силу 
следствия 2 предложения 4. Доказательство того, что группа С вполне 
несвязна, свести с помощью предложения 3 к случаю, когда G компактна. 


Показать затем, что все элементы С имеют конечный порядок.) 

7) Элемент хе С будем называть элементом бесконечной высоты, 
если для любого n EZ существует элемент y = С, такой, что у" =x, 
Показать, что если G компактна, то множество элементов бесконечной 
высоты является связной компонентой единицы группы С. 

418) Показать, что следующие условия эквивалентны: α) @ — локально 


связная группа; В) С изоморфна группе В X EX D, ге Еир дискретны 
и каждая подгруппа конечного ранга в D свободна. 


9) а) Пусть а = (ap, αι, а, ...) — некоторая последовательность целых 
чисел >1. Снабдим группу Z структурой топологического кольца, для 
которой ‚множества Zaodı ... An образуют фундаментальную систему 


окрестностей нуля. Обозначим через А, пополнение этого кольца. Пока- 
зать, что A, — вполне несвязный метризуемый компакт. Показать далее, 
что если р — простое число и а; =p при всех i, то A, =Z,. 

b) Обозначим через Z(a”) мультипликативную группу комплексных 
чисел вида exp (2in//(aja,; ...а,)) EZ, г= М), снабженную дискретной 
топологией. Показать, что отображение ¥ +—> x (1) является изоморфизмом 
H3 (Δα)᾽ на Z(a™). 2 | 

с) Пусть В — подгруппа в R XA,, состоящая из элементов вида (п, п), 
где пе 7; она дискретна. Положим 2, zu x A,)/B. Показать, что 
Σα — связная метризуемая компактная группа. (Заметить, что канониче- 
ский образ В в 2, плотен, и воспользоваться леммой |.) ` 

4) Пусть Г, — аддитивная подгруппа дискретной группы Q, состоящая 
из всех рациональных чисел вида ἰ/(άοαι ...a,) l[EZ,reN) Если 
х = (>,)^, то % определяет унитарный характер группы В ЖА, и, стало 
быть, унитарный характер на R, имеющий вид x + exp (2inayx), где 
а, = В. Показать, что отображение Y+—> а, является изоморфизмом 
группы (23) на Г.. a 

e) Показать, что группа Q канонически изоморфна группе Σα при 


$= (2, δ, ἃ, 0, 2). 

Г) Пусть Rg — группа В, снабженная дискретной топологией. Показать, 
что (ΚΟ) изоморфна группе (2,) где а = (2, 3, 4, 5,...), с — мощность 
континуума. (Рассмотреть базис В над 0.) 

4110) Топологическая группа называется монотетической, если суще- 
ствует элемент этой группы, степени которого плотны в ней, и соленои- 
дальной, если существует непрерывный морфизм из В в эту группу, образ 


которого плотен. 
а) Показать, что A, (сохраняются обозначения упражнения 9) — моно- 


тетическая группа и что каждая вполне несвязная монотетическая ком- 
пактная группа топологически изоморфна группе A, при некотором а. 


b) Предположим, что С компактна. Показать, что для того, чтобы 
группа С была монотетической, необходимо и достаточно, чтобы группа G 
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была изоморфна некоторой подгруппе в T, снабженной дискретной топо- 
логией. 
с) Предположим, что G компактна. Показать, что следующие условия. 


эквивалентны: 0) группа @ соленоидальна; В) группа С изоморфна не- 
которой подгруппе в К, снабженной дискретной топологией; у) G — группа 
без кручения и Сага @ SC (мощность континуума); ὃ) С — факторгруппа 
группы (Σι), где а == (2, 3, 4, 5, ...). 

4) Показать, что если G— компактная соленоидальная группа, 
‘то G — монотетическая группа. 

11) Обозначим через L(G) множество непрерывных представлений 
группы G в. В. Назовем однопараметрической подгруппой в С образ 
непрерывного морфизма из В в С. 

а) Показать, что следующие условия эквивалентны: α) С представ- 
ляется в виде объединения однопараметрических подгрупп; В) каждый 
морфизм из ZB С продолжается до непрерывного морфизма из В в G; 


у) каждый непрерывный морфизм из Св R/Z порождается путем пере- 
хода к факторгруппе некоторым элементом из L(G); 6) каждый унитар- 


ный характер группы С имеет вид е!^, где À & L (0). 
b) Если группа G имеет счетную базу, то условия, перечисленные 


n f 
ва), эквивалентны следующему: €) G—R XT ,rxe / — счетное множество. 
с) Объединение однопараметрических подгрупп в @ является плотной 
подгруппой в связной компоненте единицы группы @. (Применить упр. 4.) 


4) Если [=> χ, -- непрерывное отображение интервала (0, 1) в G, 


такое, что о — €, TO существует отображение {+—> A; из (0, 1) в L(G), 
такое, что α) A¢(x) для каждого элемента x = С непрерывно зависи 
от 1; В) Х, =ехр (2inA,); у) № = 0. ". 

е) Объединение однопараметрических подгрупп в С является также 
объединением дуг из С, содержащих е (дуга из G определяется как 
образ непрерывного отображения из (0, 1) в G). (Применить d).) 


12) Сохраним обозначение L(G) из упражнения 11. 

а) Пусть À — замкнутая подгруппа в С. Показать, что каждый эле- 
мент из L(H) продолжается до элемента из L(G). (Свести эту задачу 
сначала к случаю, когда @ = ВХ D, где D — дискретная группа, затем 
к случаю, когда исходный элемент из L(H) тривиален на В”, и, наконец, 
K a oe когда группа С дискретна. Воспользоваться тем, что группа В 
делима. , 


> » п 

b) Показать, что каждый непрерывный морфизм из H в В xT 

(1 — произвольное множество) продолжается до непрерывного морфизма 
п 
из G BR XT’. (Применить a) и теорему 4 $ 1.) 

с) Обратно, пусть А — локально компактная коммутативная группа. 
Допустим, что для любой локально компактной коммутативной группы G 
и любой замкнутой. подгруппы À в G каждый непрерывный морфизм @ 
из À B А продолжается до непрерывного морфизма из С в А. Показать, 
что тогда существуют такие число п и множество J, что группа А изо- 

+ n 
морфна В X τ΄. (Полагая @ =Ви H =Z, показать, что группа A связна 
и, следовательно, представляется в виде В" XD, где D — дискретная 
группа. Показать, что D — проективный и, стало быть, свободный. 
Ζ-ΜΟΛΥ.ΠΡ.) 

13) Пусть С — компактная часть G и 650. | 

a) Пусть @ — мера Xaapa на С. Показать, что существует компактная 
часть D в С, такая, что а (СО) < (1+) а(р). (Случай, когда G = В”, 
тривиален; задачу можно свести к случаю, когда G содержит компакт- 
ную открытую подгруппу À, такую, что С является насыщенной πο И; 
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поэтому можно ограничиться случаем дискретной группы С; затем можно 
предположить, что С — группа конечного типа и, наконец, что @ == #2.) 


Ὁ) Показать, что существует функция А = Г! (С), такая, что F Е = (С), 
(Fk) (х) =1 для х=Си | №, | <1!- а. (Выбрать функцию # в виде Afg, 
где À — постоянная, а преобразования Фурье функций f, g == [2 (С) явля- 
ются характеристическими функциями надлежащим образом выбранных 
множеств, и применить а).) 

$14) a) Предположим, что каждая окрестность элемента ев С 
содержит элемент бесконечного порядка. Показать, что существуют 
вполне несвязная совершенная метрическая компактная часть Р BG, 
являющаяся множеством Кронекера, и ненулевая рассеянная мера, со- 
средоточенная на Р. (Свести задачу к случаю, когда группа С метри- 
зуема, и применить упр. 3 с). Воспроизвести далее конструкцию из 
Общ. топ., гл. IX, 2-е изд., $ 6, лемма 3, и, KpoMe Toro, воспользоваться 
упр. 14 e) к $ 1.) Е 

b) Показать, что если @ = (2/97), το существуют вполне несвяз- 
ная совершенная компактная часть Р в С типа Kg и непулевая рассеянная 
мера, сосредоточенная на Р. 

с) Предположим, что группа G не дискретна. Показать, что суще- 
ствуют: α) элемент т из И! (С), такой, что зир | T| строго мажорируется 
спектральным радиусом элемента т; В) необратимый элемент т’ из „И! (С), 


такой, что %т’>| всюду на G; y) не эрмитов характер на A!(G). 
(Использовать 4), Ὁ), упр. 9 с) и упр. 14 ἢ κ § 1.) 


4) Вывести из с), что группа С, открытая B X(M!(G)), не плотна 
в X(M'(G)). 


$3 


1) Пусть F — замкнутая часть в С и K — компактная часть в С, 
такие, что ЕПК = (7). Показать, что существует непрерывная функция 
g & L'(G), такая, что 7 g равно 0 на F u 1 на К. (Рассмотреть свертку 
функции f из n°l, замечание |, с преобразованием Фурье некоторой 


функции вида А *й’, где Й, We H (G), и h*h’=1 на К.) 
2) Пусть’ g — комплексная функция, определенная Ha }0, + oo (, 
интегрируемая по мере Лебега. Предположим, что | б (Е) 41 =1 и что 
0 
| g(t) ИХ dtÆ0 для всех x ER. Пусть | — измеримая и ограниченная 
а | 
| ‘hs 
комплексная функция Ha ) 0, + со (, такая, что < | g (=) r@ dt стре- 
0 


MATCH к конечному пределу [, когда х стремится к - <. 

а) Показать, что для каждой комплексной функции A, определенной 
Ha 10, < (, интегрируемой по мере Лебега и имеющей равный | 
интеграл, | 


а 
- =) (04 
0 
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стремится к /, когда x стремится + oo. В частности, 
x 
[ra 
x 
0 


стремится к / при x > + co. (Полагая g, (f)=1g(t), №, (t) = th(t), y6e- 
диться в том, что g, = L! (Κι) 7 g| нигде не обращается в нуль и ὅι *f 


стремится к [, стало быть, A, # f стремится Kl.) 
Ὁ) Показать, что если функция f(t) является слабо осциллирующей 


‚ на Ri, когда { стремится к - ©, то lim f(t)=1 


1-> со 
3) Пусть f = L™ ((0, со () ke Rj. Показать, что если 
ee 
< 2 —t/x 
5 | е f (t) dt 
0 


стремится к / при х-> + ©, TO 
х 
k k=! 
= feo (pat 
7” à 


стремится Kl при х -> + oo. (Рассмотреть функции g ({) =e и й (#) = 
= k(1— 4) для 0<1<1и A(t) =0 для > 1.) 

4) Пусть {: В > Вис: R>C — две функции. Допустим, что {= L®(R), 
g & [1 (В), интеграл g равен | и & g нигде не обращается в нуль. Пред- 
положим, далее, что [ — медленно убывающая функция, т. 6. 


lim inf (7 (y) — f(x)) 20 


| при x->-+ co, y>x ии— х-> 0. Показать, что если (gr ἢ (x) стремится 


κί при x — + co, то f(x) > [ при x —> + co. 
5) Пусть g: В > С — непрерывная функция, такая, что 


> эр Ig(D1<+o. 
n=—00 tStsntl 


co 


Ясно, что ве [1 (В). Предположим, что | в (1 44 =1Т ив нигде не 
== 00 

обращается в нуль. Пусть, далее, U — комплексная мера на R, такая, что 

[yp | ((x, x + 1)) остается ограниченной, когда x пробегает В. Показать, 

что если (g + M) (x) стремится к / при х -> + с, то для любой непрерыв- 

ной функции fA: В -> С, такой, что 


со 


Z _sup < += 


----οο tMStgn 


и интеграл A равен 1, («+ u)(x) стремится к /, когда X стремится к + ©. 
(Показать, что функция As является слабо осциллирующей и что 
(g (Йзи)) (х) стремится κ, когда х стремится к + co.) 

6) Пусть g — некоторая функция, для которой выполняются предпо- 
ложения упражнения 2. Предположим дополнительно, что &20 и 
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lim inf с (х) > 0. Пусть, далее, f — измеримая вещественная ограниченная 
x>0 


снизу функция Ha интервале )0, + oo (. Показать, что если интеграл 
1 νῷ t 
=f «(ном 
0 


стремится к [, когда х стремится к + ©, TO 
+ 3 | 1% 
σ(α) = | 04 
0 


стремится к [, когда x стремится к + oo. (Показать, что функция O огра-. 
ничена при X >|, затем, что O — медленно убывающая функция и, нако- 


Hell, что 
$ +. t 
+ | g (+) oat 
0 


стремится к [, когда X стремится к “+ 00.) 
47) a) На последовательности {1, 2, 3,...} определяется так назы- 


ваемая функция Мёбиуса и следующим образом: u (п) = (—1)*, если n 
разлагается в произведение À простых попарно различных множителей 
(в частности, в (1) =1), ив (п) =0 в противном случае. Для х>0 поло- 


жим М (x) = +2 в (п) и f(x) = х-1М (x). Показать, что тогда функция f 


п<х 
ограничена и f(y) —{(х) = 0 ((y — х)/х), так что f — слабо осциллирую- 
щая функция на группе Ri. Ä 
b) Ana х>0 пусть [x] — целая часть х. Положим Qo (t) =[7 И] И 
g (t) = 2g (1 — ago (at) — bg, (bt) (a, be В. ). Тогда g(t) — ограниченная | 
функция в окрестности точки 0, равная нулю для достаточно больших & 


стало быть, & — интегрируемая по мере Лебега функция на интервале 
0, + со (. Показать, что если $ Е Си Ks>0, το 


+ со 
| g(t) 8 αἰ --(3--α-5-- 575) EE. 


где (I +s)= Σ) n't), Допуская, что 
n=! =. 


5—1 


6 (5) — 


продолжается на всю комплексную плоскость как целая функция и что 
функция 5($) также продолжается, нигде не обращаясь в нуль на пря- 
мой #5 = 1 !), вывести, что 

+ 00 

| g(t) #* dt £0 

F 


1) См., например, Valiron G, Théorie des fonctions, 1, I, Paris, 
1942, pp. 505—510. 
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для всех хе В. 
+ 00 


Ὁ) Показать, что | g (Их) f(t) 4 = о(х), когда x — + с. Вывести, 


0 
что М (х) =о(х), когда x >-+ ov, 

ὃ) Пусть g: (0, + © (> В — монотонно возрастающая неотрицатель- 
ная функция, такая, что функция tre (1) интегрируема по мере 
Лебега, когда o>1. Для каждого числа $ & С, такого, что As>1, поло- 

| + 00 
ЖИМ = | ο" ф (1) dt. Предположим, что существует число ASC, 


0 | 
обладающее следующим свойством: когда в стремится к |, оставаясь >|, 


функция 
ἃ ενος, me 
co +it-— 1 


равномерно стремится на каждой компактной части В к некоторой функ- 
ции g. Показать, что тогда 


tt о it) — (TER) 


lim ge’! =A. 
t > +00 


(Положим a(t) = ο-ἴφ (t) для #>0, a(t)=0 для #<0, A(t) =A для 
t>0, A(t)=0 для t<0. Пусть A>0. Положим, далее, 


aa 
min= ay = ( ee Je 
{ ο | ΠΕ 
ко | 5% если |JEI<2A 
0, если |é| > 2d. 


Используя упр. 1 к $1, теорему Лебега — Фубини и теорему Планше- 
Рея, показать, что 


τ = Г hey, (x — 1) (a(t) — A(t) ew" dt = 


2h 
1 + 
= | Kee ely) dy 
--9λ, | 


и вывести равенство 


lim [8 (x — 9 a (0) dt = 4 
Im 7e JA po 


Доказать затем, что а — ограниченная и медленно убывающая функ- 
ция. Наконец, применить упр. 4 или получить результат непосредственно.) 
9) Пусть % — множество всех pe ee) ($ 1, упр. 15), таких, что 


$ | аннулирует сферу So. Пусть, далее $ — множество всех f] Ÿ, таких, 
что (ϑ/ϑγι) (FF) аннулирует $2. Пусть, наконец, 3, % — замыкания ду, Ÿ 
в [.1 (В3). Показать, что тогда # (5) =#(%) = S,, но SA <. (Пусть u — 

положительная мера единичной массы Ha So, инвариантная относительно 
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ортогональной группы в R°. Показать, что (7 и) (и, Yo, 19) = (sin 2лг)/9лг, 
где г = Vy = ys + ya Вывести отсюда, что функция | на №3, опреде- 
ленная равенством | 


(Yi, Yo, Уз) = Yı (7 u) (Y1, Yo, Ys), 


является элементом из L™(R*), ортогональным к Xÿ, HO не ортогональ- 
ным к Ÿ.) > 

10) Назовем С-множеством в G замкнутую часть Е в G, обладающую 
следующими свойствами: если FEL!(G) и ¥f аннулирует Е, то для 
любого #>0 существует функция gEL!(G), такая, что |f—f*#g||<e 
и supp (7 g) — компактное множество, He пересекающееся с Е. Пока- 
зать, что 

а) Если Е есть С-множество в G, то существует единственный 
замкнутый идеал 55 в L'(G), для которого ἦ ($) = Е. 

b) Любая точка из G является С-множеством. 

с) Объединение двух С-множеств есть С-множество. 

4) Любое множество, полученное сдвигом С-множества, само является 
С-множеством. | 

e) Если A — замкнутая подгруппа в G, Е — замкнутая часть в AH, 
_ такая, что ее граница Ε΄ относительно Н является С-множеством OTHO- 

en 


сительно G, то E является С-множеством относительно G. (Использовать 
упр. 16 к $ 1.) 

f) Пересечение E в В” конечного числа замкнутых полупространств 
есть С-множество. (Провести индукцию по размерности аффинного под- 
пространства, порожденного E, и применить b), с), ὦ), e).) | 

11) Пусть Е — замкнутая часть в В”. Предположим, что существует 
‚внутренняя точка р множества Е, такая, что любая прямая, проходящая 
через р, пересекает границу множества E не более чем в двух точках. 
Показать, что тогда существует единственный замкнутый идеал 5 
в L!(R”), такой, что © | аннулирует E. (Представить функцию f как пре- 
дел в L!(R”) функций, полученных из | с помощью гомотетий с цен- 
тром в точке р.) 

Ч 12) Обозначим через @ меру Хаара группы G, а через 33 — фильтр 
окрестностей элемента е в С. | 

а) Пусть U — интегрируемая открытая окрестность элемента ев С. 
Показать, что существует неотрицательная функция а [1 (С) с инте- 


гралом, равным 1, обращающаяся в нуль вне U, такая, что Jael! (G) H 
а (х)? dx <2/a(U). (Пусть У — компактная окрестность элемента e, 


такая, что Ус О, a(U)<V2a(V); пусть, далее, W — симметричная ком- 
пактная окрестность элемента 6, такая, что У? < И; функция а ищется 
в виде a=Af*g, где À — положительная постоянная, а f, g — характе- 
ристические функции окрестностей VW и W.) 

b) Пусть fÆL®(G). Обозначим через A(f) множество элементов 
из G, принадлежащих слабо замкнутому инвариантному относительно 
сдвигов подпространству в L®(G), порожденному функцией f. Показать, 
что если р, = Г” (GC), то 


A (fg) < А(РА(в). 


(Пусть U — какая-нибудь окрестность элемента е. Показать, что функ- 
ция fg является слабым пределом линейных комбинаций элементов 


‘из С, принадлежащих множеству А (7) UA(g)U.) 
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с) Пусть gEL” (С), К — компактная часть G, f — функция из Ё! (С), 
такая, что ¢f обращается в нуль на А=А(5) и вне К. Для каждой — 
окрестности У = 3 пусть ὢ (И) — верхняя грань множества значений |9 || 
на AV. Показать, что если 


lim infy © (У)? а (У)-Та ((АУ = А) ПК) =0, 


то (f,g) =0. (Пусть e>0. Существует компактная часть Н в С, такая, 


что | {| 4х <e. Далее, существует открытая окрестность U эле- 
Gm Н 

мента е в С, такая, что | (x, À) — Ilse при x @H, À EU. Применяя a) 

к G u U, получим функцию a=eL!(G) Пусть b=FaeLl!(G) Исполь- 

зуя Ὁ), показать, что © (bg) обращается в нуль вне AU. С другой стороны, 


| [fear — [146 ах |<e (fh +2) 


. H поскольку f, gb Е L?(G), имеем 


| лаб аж | = | [ne @pal<l fF DE (eo) ae]. 


(АИ = А) Κ 


Правая часть последнего равенства мажорируется выражением 
2 II go a (U)? © (И) а ((AU =m А)ПК)”). 


4) Пусть 5 — замкнутый идеал в L'(G), A=hA(S), f — функция из 
[Л (С), такая, что & [аннулирует A, $ — множество всех точек, в которых 
обращается в нуль © f, $’ — граница $5, В — максимальное совершенное 
множество, содержащееся в S’NA. Для Уе пусть ὢ (У) — верхняя 
грань множества значений |«}| в AV. Предположим, наконец, что ка- 


ждая точка из В обладает окрестностью К BG, такой, что 
lim infy © (УР а(У)- Та ((АУ = А)ПК) =0. 


Показать, что тогда f = &. (Воспользоваться тем, что алгебра [1 (С) удо- 
влетворяет условию Диткина, и рассуждать так же, как в предл. 5, § 1, 
гл. I. Пусть GU {co} — компактификация Александрова пространства G ,H 
пусть V— множество всех характеров %¥@GU {oo}, таких, что  f He 
принадлежит & < в окрестности точки %. Показать сначала, что. 
NC В {о}. Затем, используя с), показать, что N {oo}, Наконец, пока- 
зать, что N = (7). 

е) Пусть 5 — замкнутый идеал в /[.1 (В"), А=1 (5), f — функция из 
[И (В”), такая, что Ff обращается в нуль на А. Для h>O обозначим 
через А» множество всех точек из В”, внешних по отношению к Аи рас- 
положенных OT A на расстоянии, не превосходящем A. Положим © (h) = 


= sup |(Ff)(x)|. Показать, что если lim info (A)? μα (Αρ) =0, то 
xE À} h>0 
fe. (Применить d).) 


f) Пусть fe М (В), ae )0, I(u [igi | f (y) | dy <+-00, Показать, 


— 00 


что тогда существует постоянная К, такая, что | (Ff) (x + ἡ) — (Ff) (x) |< 


. 
= 


. 


р [ пои < 
Iyl>N 


LAN | ly"F(y) ldy 2м-* | [а (у) lay, 
CES k Ум. | 
u затем выбрать М = | AT! 


_ 8) Пусть $ — замкнутый ‘идеал в [1 (В), f— функция из [1 (В), та- 
о что Ff ee B ER Ha se _ Показать, что если. 


УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 


Цифры после определяемого символа означают соответ- 
ственно номер главы, параграфа и пункта (или упражнения). 


А (А— алгебра над коммутативным полем): I, 1, 1. 

Sp,x, Spx (х—элемент алгебры А с единицей): I, 1, 2. 

R(x, À) (x — элемент алгебры с единицей): I, 1, 2. 

Sp,x, Sp’x (x — элемент некоторой алгебры A): I, 1, 8. 

Х (4), X(h) (A— коммутативная алгебра с единицей, h — 
морфизм коммутативных алгебр с единицей): I, 1, 5. 

G (κ), (x) (x — элемент коммутативной алгебры с единицей): 


X’ (A), X’(h), X (4) (А — коммутативная алгебра, Ah — мор- 
‚ физм коммутативных алгебр): I, 1, 6. | 
G(x), G(x), 94(х), G(x) (x — элемент коммутативной 

алгебры A): I, 1, 

J(A) (А — алгебра): I, 1, 7. 

У (М) (М — часть некоторой алгебры): I, 1, 7. 

Е(Т) (Т — часть J(A)): I, 1, 7. 

А (A — алгебра): I, 1, 7. 

L,, R, (x — элемент нормированной алгебры): I, 2, 1. 

о (x) (x — элемент нормированной алгебры): I, 2, 3. 

O(U; Е), C(K; Е), C(U), C(K) (U — открытое подмножество 
пространства С”, К — компакт в С”, Е — комплексное 
банахово пространство): Т, 4, 1. 

AS (А—банахова алгебра с единицей, коммутативная): I, 4, 1. 

9, (а — элемент из А“): RAT | 

f (a) (а — элемент из А”, | — элемент из О (Spa; A)): I, 4, 4. 

f(x) (x — элемент банаховой, не обязательно коммутативной, 
алгебры, | — элемент из © (Sp,x)): I, 4, 1. 

ехрх, logx (x — элемент банаховой алгебры с единицей): 


? » 


Ry (a, x) (H — открыто-замкнутое подмножество в Sp x): 


й (5) (3 — идеал коммутативной банаховой алгебры): I, 5, 1. 
(М) (М — часть в X(A), где A— коммутативная банахова 
алгебра) 1, 5, 2. 
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x’, Г (х— элемент инволютивной алгебры, ] — линейная 
орма на инволютивной алгебре): I, 6, 1. | 

uw, Ги Е.Л! (С), |= L'(G)): I, 6, 1. 

f(x) (x — нормальный элемент С”-алгебры A, | — элемент из 
@ (Зрлх)): I, 6, 5. 

xt, x7, |x|, abs(x), x* (x — эрмитов элемент. С*-алгебры): 
50,5, | 

St(A) (A — инволютивная банахова алгебра): I, 6, 6. 

|=|, abs(z) (Е, F — комплексные гильбертовы пространства, 
ге (Е; F)): I, 6, 8. | 

St(G) (G — локально компактная группа): I, 6, 7. 

{| x ||. (x — элемент инволютивной алгебры): I, 6, 6. 

Н” (u) (u — положительная мера на компактном пространстве, 
|1 <р<- о); I, 7, упр. 8. 

С (С — локально компактная коммутативная группа): II, 1, 1. 

ное ес lt: 

ΑΞ (А = часть. 8° G nm: 6): ЦК 1. 

Fu, Fu, à (и — ограниченная мера на G): Il, 1, 2. 

Ff, Ff (= (()): П, 1, 2. 

ф (pP — морфизм локально компактной: коммутативной  груп- 

251): 11 1,27, 

H „ (функции Эрмита): II, 1, упр. 2. 

$ (R"): II, 1, упр. 15. | 

u (функция Мёбиуса); II, 3, упр. 7. 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Цифры после определяемого термина означают соответственно 
номер главы, параграфа и пункта (HM упражнения). | 


Алгебра инволютивная: I, 6, 1. 

— нормированная — (комплексная): 
> b 

— — инволютивная: I, 6, 2. 

— полученная присоединением еди- 
ницы: I, 1, 1. 

— с единицей: I, 1, 1. 

— — — нормированная: |, 2, 1. 


=. see = получеиная присоеди- 


нением единицы: I, 2, 1. 

С*-алгебра: I, 6, 3. 

— локально компактной группы: I, 
6, 7. 

— обертывающая инволютивную 
банахову алгебру: Т, 6, 6. 


— Полученная присоединением еди- 


ницы: Г, 6, 3. 

Аннулятор части локально компакт- 
ной коммутативной группы: II, 
IE 


Банахова алгебра: ` I, 2, 1. 

— — инволютивная: I, 6, 2. 

— — коммутативна регулярная: 
ЕЕ 


Гельфанда преобразование: I, 2, 5 u 


᾽ » 


Гельфанда — Мазура теорема: I, 2, 
5 


Группа, двойственная к локально 
компактной коммутативной груп- 
пе: II, 1, 1. 

— монотетическая: II, 2, упр. 10. 

— соленоидальная: II, 2, упр. 10. 


Двойственный морфизм локально 
компактной коммутативной груп- 
пы: II, À, 1. 

Делимая группа: II, 1, 7. 

Делитель нуля топологический: I, 
2, 4. . 

Джекобсона топология: I, 1, 7. 

'Диткина условие: I, 5, 2, 

Дуга: II, 2, упр. 11. ° 


Значение абсолютное элемента из 
Z(E; F) (Е, Е— комплексные 
гильбертовы пространства): I, 6, 
8. 

— а голоморфной функции: I, 

\ 
avs 


Идеал примитивный: I, 1, 7. | 

Инволютивная нормированная ал- 
гебра: I, 6, 2. | 

— подалгебра: I, 6, 1. 

Инволюция: I, 6, 1. 


Квазинильпотентный элемент: I, 2, 


Копреобразование Фурье: II, 1, 2. 


Локально Ш-выпуклая алгебра: I, 2, 
упр. 31. 


Множества Кронекера: II, 1, упр. 
14. 

— независимые: II, 1, упр. 14. 

Морфизм алгебр с единицей: I, 1, 1. 

— инволютивных алгебр: I, 6, 1. 


Наполненная подалгебра алгебры с 
единицей: I, 1, 4. 
Неприводимое представление: I, 1, 


Нормальный элемент: I, 6, 1. 


_Нормированная алгебра: I, 2, 1. 


Обертывающая алгебра инволютив- 
ной банаховой алгебры: 1, 6, 6. 
Оболочка полиномиально выпуклая: 

I, Приложение. 
Основание алгебры: I, 1, 1. 
Отображение каноническое из С в 


G: I, 1, 1. 


Пик в компактном пространстве: I, 
7, упр. 10. 
Планшереля теорема: II, 1, 3. 
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Подалгебра инволютивная: I, 6, 1. 

— логмодулярная: I, 7, 8. 

— наполненная: I, 1, 4 и I, 2, 4. 

Подгруппа однопараметрическая: II, 

_2, упр. Il 

Подмножество самосопряженное: I, 

Полиномиально выпуклая оболочка: 
I, Приложение. 

— — часть: I, Приложение. 

С*-полунорма: I, 6, 6. 

Полярное разложение элемента из 
ЕЕ Θ΄ ἃ. 

Понтрягина теорема: II, 1, 5. 

Представление алгебры: I, 1, 7. 

— — неприводимое: |], 1, 7. 

Представления эквивалентные: I, 1, 
7 


Преобразование Гельфанда: I, 2, 5 
12, 6. 

— Фурье: IT, 1, 2 u II, 1, 3. 

Примитивный идеал: I, 1, 7. 

Пространство характеров коммута- 
тивной аглгебры: I, 1, 6. 

— — — — с единицей: I, 1, 5. 


Радиус спектральный: I, 2, 3. 

Регулярная коммутативная банахо- 
ва алгебра: 1, 5, 1. 

Регулярное: представление (левое): 

Регулярный элемент: I, 2, упр. 28. 

Резольвента элемента в алгебре с 

_ единицей: 4, 1, 2. 

Росток голоморфной функции: I, 4, 

Е 


Самосопряженная линейная форма: 

=. 1.6. 

Самосопряженное подмножество: I, 
’ ` 

Самосопряженный элемент в инво- 
лютивной алгебре: I, 6, 1. 

Система топологических образую- 
щих нормированной алгебры: I, 


Слабо ‘осциллирующая функция: II, 


Совместный спектр: Г, 3, 5. 


Спектральный радиус: 1, 2, 3. 
Спектр элемента в алгебре: 1.4, 
— — — — с единицей: I, 1, 2. 


Теорема Гельфанда — Мазура: I, 2, 
5 


— Планшереля: НЕ ὃ; 
— Понтрягина: II, 1, 5. 
Топология Джекобсона: I, 1, 7. 


Унитарный eg Η 1; 1. 
— элемент: I, 6, 
Условие Диткина: + ©, № 


Форма линейная, эрмитова: I, 6, 1. 

Формула обращения Фурье: II, 1, 4. 

— Пуассона: П, 1, 8. 

Функция Мёбиуса: Ц, 3, упр. 7. 

— медленно убывающая: II, 3, 
упр. 4. 

— слабо осциллирующая: II, 3, 2; 

— Эрмита: II, 1, упр. 2. 

Фурье преобразование меры (функ- 
ции): I, 1, 2.” Il, 1, 


Характер. коммутативной алгебры с 
единицей: I, 1, 

— унитарный локально компактной 
коммутативной группы: II, 1, 1. 


Часть антисимметричная в компакт- 
ном пространстве: I, 7, упр. 10. 

— полиномиально выпуклая: I, При- 
ложение. 


Элемент квазинильпотентный нор- 
мированной алгебры: I, 2, 3. 

— унитарный инволютивной алгеб- 
ры: 1, 6, 1. 

Элементы ортогональные из двой- 
ственных групп. II, 1, 1. 

— топологически порождающие нор- 
мированную алгебру: I, 2, J. 

Эрмитова форма: I, 6, 1. 

Эрмитов элемент инволютивной ал- 
гебры: I, 6, 1. 
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